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O sucesso e o gosto dos jovens pela Matemática determinam o rumo da sua vida e, 
muitas vezes, também o seu êxito profissional. Se a tendência “natural” para os 
números atrai os bons resultados, também o bom desempenho nas atividades 
aumenta a motivação e facilita o processo ensino-aprendizagem. 
O papel crucial do docente consiste em lecionar o Programa de modo a que os alunos 
atinjam os objetivos propostos e desenvolvam o gosto pela Matemática. 
Este trabalho apresenta as principais diferenças entre o Programa de Matemática A 
que se vai iniciar em 2015-16 e o que existia até agora. Foi feita a comparação dos 
temas/domínios lecionados em cada ano de escolaridade do Ensino Secundário. São 
indicadas as diferenças encontradas na organização, na metodologia, na formalização 
e no grau de exigência dos conteúdos a abordar. 
Nos temas novos e nos assuntos que devem ser tratados de maneira diferente 
apresentam-se alguns exercícios e sugestões de resolução. Por vezes, também se 
indicam algumas estratégias que podem aumentar a motivação para a aprendizagem. 
No final da análise feita a cada domínio de conteúdo, é apresentado um breve 
comentário que resulta da interpretação dos descritores elencados nas Metas 
Curriculares e da leitura do Caderno de Apoio. 
Os comentários refletem trinta anos de prática docente no ensino público e pretendem 
identificar o que os docentes devem preparar com mais detalhe para as suas aulas, 
incentivar o trabalho colaborativo nas planificações e contribuir para o diagnóstico das 
áreas onde, eventualmente, é necessário existir e desenvolver formação adequada. 
A aplicação do Programa de Matemática A, a partir de 2015-16, vai provocar várias 
mudanças. O conhecimento dos docentes, em cada ciclo de ensino, sobre o que os 
alunos aprenderam e como aprenderam e a melhoria da articulação entre o Ensino 
Superior e o Ensino Secundário pode reduzir o impacto e promover o sucesso de 
todos, alunos e professores. 
 
Palavras-chave: Matemática A; Metas Curriculares; Sistema de Ensino Português 




Adolescents’ passion and success with Mathematics determines the course of their 
lives and, often, their professional accomplishments. If a natural tendency for numbers 
attracts good results, good performance in activities also increases motivation and 
eases the teaching-learning process. 
The crucial role of the teacher consists of teaching the syllabus so that students 
achieve the proposed objectives and develop a taste for Mathematics. 
In this work we highlight the main differences between the Mathematics A Syllabus 
which will start in 2015-16 and the current one. A comparison is made in respect of the 
different themes/subjects taught in each different grade of Secondary Education. We 
consider the points of view of organisation, methodology, formalisation and level of 
achievement demanded by the respective syllabuses. 
For the newly-introduced themes as well as the subjects which need to be treated 
differently, some exercises and suggested solutions are presented. Additionally, there 
are strategies that may increase the motivation of the students. 
After the analysis of each of the different themes, we present a brief commentary which 
results from the interpretation of the descriptors listed in the Curricular Goals of the 
Support Notebook.  
These commentaries reflect thirty years of teaching experience in public education and 
aim to identify what teachers should prepare in more detail for their classes, encourage 
collaborative work on lesson plans and contribute to the diagnosis of areas where, 
possibly, there is the need to create and develop appropriate training. 
The application of the Mathematics A syllabus, from 2015-16, will introduce several 
changes. The knowledge of teachers in each educational cycle about what students 
have already learned and how they learnt it, and improved links between Secondary 
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Capítulo 1 – Introdução 
 
É necessário enquadrar o aparecimento de ambos os Programas no tempo e tentar 
entender as “ideias centrais” que os nortearam, antes de se proceder a uma 
comparação. 
Os Programas estão organizados de formas diferentes, quer nos aspetos práticos e 
objetivos, quer nos princípios que lhes são subjacentes. 
Os temas que são estudados, em cada ano de escolaridade do Ensino Secundário, e 
o número de aulas que lhes é atribuído, também são fatores importantes a considerar 
na análise comparativa e detalhada que constitui o objeto deste trabalho. 
Segue-se uma síntese do que se acabou de referir. 





 PROGRAMA NOVO 
Homologado em 
20/01/2014 
Está prevista para o ano 
letivo 2015/2016 a sua 
implementação no 10.º ano 
de escolaridade, 
prosseguindo nos anos 
seguintes para os 11.º e 
12.º anos de escolaridade. 
Ideias centrais#a 
Originárias do Curriculum 
and Evaluation Standards 
for School Mathematics, 
1989  National Council of 





• A Matemática é uma 
ciência cumulativa, que se 
aprende passo a passo, 
Ideias centrais 
Provenientes do 
Curriculum Focal points, 
2006; Principles and 
Standards for School 
Mathematics, 2007 
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• A ideia de que o aluno 
deve ser um 
“investigador”, que deve 
ser confrontado com 
“situações problemáticas” 
e construir a partir delas o 
seu próprio conhecimento 
(construtivismo). 
 
• O abandono do ensino de 
técnicas elementares e 
sistemáticas (algoritmos, 
procedimentos de 
resolução de problemas 
rotineiros,…etc). 
 
• “Não é o que se ensina, é 
como se ensina”. 
Abandono da Matemática 




• Aprendizagem da 
Matemática de forma 
muito intuitiva. Realce 
para a utilização da 




• Secundarização da 
avaliação dita “sumativa” 
e o não estabelecimento 
de objetivos precisos 
para o ensino. 
 
existindo uma clara 
hierarquia na aquisição de 
conceitos que deve ser 
respeitada. 
• Não é razoável pensar 
que os alunos conseguem 
redescobrir só por si 
conceitos que levaram 
séculos a construir e a 
aperfeiçoar. 
• Memorizar procedimentos 
e rotinas elementares é um 
passo fundamental na 
aprendizagem da 
Matemática: não se deve 
opor memorização e 
compreensão. 
 
• Não é possível ser-se 
criativo e resolver 
problemas originais sem 
uma aprendizagem prévia, 
estruturada e séria de 
teorias, linhas de raciocínio 
e procedimentos clássicos. 
 
 





Advisory Panel (NMAP), 
2008  Foundations for 
Success: the Final Report 
of the NMAP  
Common Core State 
Standards 
 
• Introduzir os conteúdos 
de forma progressiva, 
estruturada e coerente. 
• Indicar claramente os 
objetivos a atingir pelos 
alunos em cada ano 
curricular. 
• Não colocar em oposição 
a memorização e a 
compreensão, são aspetos 
que se reforçam 
mutuamente. 
• Treinar procedimentos 
rotineiros e conhecer 
factos e resultados 
elementares, para que 
possam ser facilmente 
mobilizados quando 
necessário. 
• Promover a compreensão 
conceptual dos objetos 
matemáticos. 
• Utilizar a tecnologia de 
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Havia a forte convicção 
que era desta forma que se 
atingiria a “compreensão 
Matemática”. 
forma cuidadosa e 
criteriosa. 
• Sensibilizar a 
comunidade educativa 
para a estreita relação que 
existe entre o esforço 
desenvolvido pelo aluno e 
o sucesso na disciplina. 
 
#aOs princípios orientadores dos Programas foram apresentados pelos respetivos autores nas ações sobre o 
Novo Programa e as Metas Curriculares de Matemática A no Ensino Secundário: 
- formação de 3 horas que se realizou no dia 14 de março de 2015 em Lisboa, na FIL (Parque das Nações) 
com António Bívar e Filipe Oliveira;  
- ação de formação de 25 horas que decorreu entre 8 e 29 de novembro na Escola Secundária 
Padre António Vieira com Paula Reis. 
 
Foram fatores determinantes para a explicitação e especificação dos conhecimentos 
que os alunos devem alcançar e das capacidades que devem desenvolver em cada 
disciplina, as avaliações (relativas aos sistemas de ensino) internacionais em que 
Portugal participa, através de programas como o PISA1, o PIRLS2 e o TIMSS 
Advanced 2008 Assessment Frameworks3. Nesta última Portugal participa desde este 
ano, 2015, com o objetivo de estudar os resultados obtidos pelos alunos que se 
encontram no final do Ensino Secundário nas disciplinas de Física e Matemática, em 
áreas destinadas ao prosseguimento de estudos em cursos de ciências e tecnologias. 
A especificação destas duas componentes  conhecimentos e capacidades  adotou, 
em Portugal, a designação de “Metas Curriculares”. 
                                                   
1 Programme for International Student Assessment, tem por objetivo avaliar a literacia em Leitura, 
Matemática e Ciências nos jovens de 15 anos, independentemente do ano de escolaridade que 
frequentam. É coordenado pela Organização para a Cooperação e Desenvolvimento Económico (OCDE), 
com vista a melhorar as políticas e resultados educacionais. Foi realizado pela primeira vez em 2000 e é 
repetido a cada três anos. 
  
2 Progress in International Reading Literacy Study, (destina-se aos 4.º e 8.ºanos). 
É organizado pela Associação Internacional para a Evolução do Rendimento Educativo (IEA). Foi 
realizado pela primeira vez em 2001 e é repetido a cada cinco anos. 
3 Trends in International Mathematics and Science Study (destina-se ao 4.º e 8.ºanos). 
É organizado pela Associação Internacional para a Evolução do Rendimento Educativo (IEA). Foi 
realizado pela primeira vez em 1995 e é repetido a cada quatro anos. O TIMSS Advanced é uma versão 
mais recente que tem por objeto os alunos do 12.º ano. (http://iave.pt/np4/np4/11.html) 
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As Metas Curriculares, que com o Programa formam um documento único, elencam, 
para cada domínio e em consonância com os conteúdos, os objetivos gerais a atingir 
em cada ano de escolaridade. Cada um deles encontra-se definido de forma precisa 
por um conjunto de descritores que apontam para desempenhos específicos e 
avaliáveis que os alunos deverão evidenciar para que esses objetivos se considerem 
cumpridos. 
O Programa e as Metas Curriculares respeitam a estrutura cumulativa que é 
característica da disciplina de Matemática, apoiando-se os novos conhecimentos em 
outros previamente estudados e adquiridos.(…) O Programa e as respetivas Metas 
foram concebidos por forma a fornecer aos alunos instrumentos que garantam um 
prosseguimento de estudos com sucesso, tendo em consideração que é este o ramo 
da Matemática do Ensino Secundário que dá acesso aos cursos do Ensino Superior 
de áreas que requerem uma sólida formação matemática. 4 
 
O novo Programa pressupõe: 
• uma aprendizagem, progressiva, coerente e estruturada da Matemática, do 1.º 
ao 12.º ano de escolaridade (também foram elaborados Programas novos para 
o Ensino Básico orientados pelos mesmos princípios). 
• Objetivos claros e avaliáveis. O professor tem liberdade para selecionar as 
estratégias de ensino adequadas para os atingir. 
• Utilização criteriosa das novas tecnologias, por forma a não subvalorizar a 
compreensão conceptual e a capacidade de resolver problemas dos alunos. 
• A resolução de problemas de complexidade crescente, rotineiros e não 
rotineiros. 
• A memorização aliada à compreensão de um conjunto de conhecimentos. 
 
As Metas são únicas, devendo, nessa medida, ser alcançadas por todos os alunos. 
Estão escritas em linguagem técnica com o objetivo de minimizar eventuais leituras 
ambíguas dos professores.  
 
Para clarificar a relação entre o que se pretenda que o aluno aprenda e os processos 
envolvidos nessa aprendizagem, os objetivos a atingir em cada ano são definidos 
                                                   
4 Pág.3 do Programa e Metas Curriculares de Matemática A – Ensino Secundário 
Capítulo 1 - Introdução 
 
 Ilca Nobre da Cruz  Página 7 de 171 
 
pelos descritores e explicitados por verbos que traduzem os seis desempenhos 
fundamentais que os alunos devem revelar ao longo do Ensino Secundário: 
• Identificar/Designar/Referir  o aluno deve saber definir o conceito 
apresentado como se indica ou de forma equivalente. 
• Reconhecer  o aluno deve saber justificar os passos utilizados numa 
resolução. 
• Saber  o aluno deve conhecer o resultado sem que lhe seja exigido saber a 
demonstração ou qualquer verificação concreta. 
• Provar/Demonstrar  o aluno deve apresentar uma demonstração 
matemática tão rigorosa quanto o possível. 
• Justificar e Interpretar  o aluno deve justificar ou interpretar de forma 
simples o enunciado, evocando uma propriedade já conhecida. 
Alguns descritores aparecem com marcadores especiais «+» e «#». O significado é o 
seguinte: 
«+»: quando se trata de propriedades que os alunos devem reconhecer, ou 
procedimentos que devem efetuar ou problemas que devem resolver, são 
considerados diferentes níveis de desempenho e estão especificados no 
caderno de apoio (* significa que é um item com um nível de desempenho mais 
exigente); 
quando o marcador está aplicado a propriedades que os alunos devem provar, 
entende-se que, todos devem conhecer o resultado em causa e saber aplicá-lo, 
mas a elaboração da demonstração não é exigível aos alunos (é facultativa). 
 
«#»: o grupo de descritores de um mesmo objetivo geral assinalado com «#» tem 
demonstrações muito semelhantes entre si, ficando ao critério do professor quais 
devem ser tratados como exemplo. Os alunos devem conhecer os 
resultados/propriedades. 
Os descritores estão redigidos numa linguagem destinada ao professor, devendo este 
selecionar uma estratégia de ensino adequada à respetiva concretização e adaptar a 
linguagem ao nível etário dos alunos, sempre que necessário. 
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Os Cadernos de Apoio às metas curriculares (um por cada ano de escolaridade), 
disponibilizados aos professores, contêm alguns suportes teóricos aos objetivos e 






Seguem-se dois quadros: 
 uma listagem dos temas/domínios de conteúdos dos Programas de Matemática 
A, respetivamente de 2001 e 2014; 
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1.2. Estudo comparativo do Programa antigo (atual) com o Novo Programa (a 
partir de 2015/2016) 

























 Geometria no Plano 
e no Espaço I 






 Geometria no Plano 
e no Espaço II 
 Funções racionais e 
com radicais 
 Taxa de variação e 
derivada 
 Sucessões reais 
12º ano 









 Trigonometria e 
números complexos 
10º ano 
 Lógica e Teoria dos Conjuntos (LTC 
10) 
 Álgebra (ALG 10) 
 Geometria Analítica (GA 10) 
 Funções Reais de Variável Real 
(FRVR 10) 
 Estatística (EST 10) 
11º ano 
  Trigonometria e Funções 
Trigonométricas (TRI 11) 
 Geometria Analítica (GA 11) 
  Sucessões (SUC 11) 
  Funções Reais de Variável Real 
(FRVR 11) 
  Estatística (EST 11) 
 
12º ano 
 Cálculo Combinatório (CC 12) 
 Probabilidades (PRB 12) 
  Funções Reais de Variável Real 
(FRVR 12) 
  Trigonometria e Funções 
Trigonométricas (TRI 12) 
  Funções Exponenciais e Funções 
Logarítmicas (FEL 12) 
 Primitivas e Cálculo Integral (PCI 12) 
 Números Complexos (NC 12) 
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1.3. Distribuição do número de aulas do ano letivo por conteúdo, em cada um dos 
Programas 
10º ano - Matemática A (Quadro-resumo) 
PROGRAMA ATUAL PROGRAMA NOVO 
Módulo Inicial  18 aulas5 
O professor deve propor neste módulo 
problemas ou atividades aos estudantes 
que permitam consolidar e fazer uso de 
conhecimentos essenciais adquiridos no 
3.º ciclo de modo, tanto a detetar 
dificuldades em questões básicas como a 
estabelecer uma boa articulação entre o 
3º ciclo e o Ensino Secundário. 
Geometria no Plano e no Espaço I  54 
aulas 
 Resolução de problemas de Geometria 
no plano e no espaço. 
 Geometria Analítica. O método 
cartesiano para estudar Geometria no 




Funções e gráficos. Funções 
Polinomiais. Função módulo  54 aulas 
 Função, gráfico e representação gráfica. 
 Estudo intuitivo de propriedades da: 
 função quadrática; 
Lógica e Teoria dos Conjuntos (LTC10) 
 18 aulas6 
 Introdução à lógica bivalente e à teoria 
dos conjuntos. 
 Proposições 
 Condições e conjuntos 
 
 
Álgebra (ALG 10)  30 aulas 
 Radicais 
 Potências de expoente racional 
 Polinómios 
Geometria Analítica (GA 10)  54 aulas 
 Geometria analítica no plano 
 Cálculo vetorial no plano 
 Geometria analítica no espaço 
 Cálculo vetorial no espaço 
Funções Reais de Variável Real (FRVR 
10)  58 aulas 
 Generalidades acerca de funções. 
 Generalidades acerca de funções reais 
de variável real. 
                                                   
5 Considera-se uma aula como um tempo letivo de 45 minutos 
6 Considera-se uma aula como um tempo letivo de 45 minutos 
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 função módulo. 
 Funções polinomiais (graus 3 e 4). 
 Decomposição de polinómios em 
fatores. 
 
Estatística  30 aulas 
 Estatística  Generalidades. 
 Organização e interpretação de 
caracteres estatísticos (qualitativos e 
quantitativos). 
 Referência a distribuições 
bidimensionais (abordagem gráfica e 
intuitiva) 
Temas Transversais 
 Comunicação Matemática 
 Aplicações e Modelação Matemática 
 História da Matemática 
 Lógica e Raciocínio Matemático 
 Resolução de Problemas e Atividades 
Investigativas 
 Tecnologia e Matemática 
Total de aulas previstas – 156 
 Monotonia, extremos e concavidade. 
 Estudo elementar das funções 
quadráticas, raiz quadrada, raiz cúbica, 
módulo e funções definidas por ramos. 
 Resolução de problemas. 
Estatística (EST 10)  18 aulas 











Total de aulas previstas – 178 
 
Ambos os programas consideram na planificação o número de semanas efetivas de 
aulas (no programa antigo é explícito que consideram 30), incluindo nesse número 
as aulas dedicadas à avaliação. 
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Para analisar a viabilidade desta planificação, considerando-se a organização do ano 
letivo 2014-20157, pode verificar-se que a distribuição de aulas num ano letivo se 




1ºP 2ºP 3ºP Total 
 
Nº de semanas 
 
13 10 8/9(8) 31/32 
Nº de aulas de 
45 minutos 
78 60 48/54 186/192 
 
Há uma diferença de 22 aulas (3,(6) semanas) nas planificações para o 10ºano dos 
dois programas. 
O número de aulas previstas, 178, está ajustado ao tamanho do ano letivo. 
Contudo, deveria estar previsto o reforço da carga horária na Disciplina 
de Matemática A no 10.º ano em 2015/16. 
Os alunos que vão ingressar no 10.º ano de Matemática A, no ano letivo 2015/16, vêm 
do Ensino Básico com o Programa Antigo (de 2007) que tem diferenças nos 
conteúdos, na abordagem utilizada e na metodologia. (O Novo Programa do 9ºano do 
Ensino Básico vai ser implementado também em 2015/16) 
Para permitir a viabilidade desta planificação (atendendo aos pressupostos do 
Programa), considerando-se o calendário escolar e a organização do ano letivo 2015-
20169, os docentes de Matemática A podem propor ao Conselho Pedagógico da sua 
Escola que o Programa seja distribuído por 7 aulas (tempos letivos) semanais. 
Este acréscimo de 32 aulas no ano letivo tem como objetivo minimizar os efeitos 
negativos que uma mudança significativa do Programa (a meio do percurso escolar) 
pode ter na aprendizagem dos alunos10. 
 
                                                   
7 Despacho n.º 8651/2014 de 3 de julho 
8 As aulas do 10º ano terminam 1 semana depois do 11º e 12º anos atendendo a que os alunos destes dois 
últimos anos têm de efetuar  Exames Nacionais.  
9 Alínea c) do ponto 1 do Artigo 11.º do Despacho normativo n.º10-A/2015 de 19 de junho 
10 Esta medida, reforço da carga curricular, foi aprovada no CP do Agrupamento de Escolas Pioneiros da 
Aviação Portuguesa e vai ser aplicada em 2015/16, na Escola Secundária da Amadora. 
Capítulo 1 - Introdução 
 
 Ilca Nobre da Cruz  Página 13 de 171 
 
11º ano - Matemática A (Quadro-resumo) 
PROGRAMA ATUAL PROGRAMA NOVO (a iniciar em 
2016/17) 
Geometria no Plano e no Espaço II  60 
aulas 
 Problemas envolvendo triângulos 
 Círculo trigonométrico e funções seno, 
cosseno e tangente 
 Equações trigonométricas elementares 
 Produto escalar de dois vetores no plano 
e no espaço 
 Perpendicularidade de vetores e de 
retas: equação cartesiana do plano 
definido por um ponto e o vetor normal 
 Interseção, paralelismo e 
perpendicularidade de retas e planos 
 Programação linear (breve introdução) 
 
 
Introdução ao Cálculo Diferencial I  60 
aulas 
Funções racionais e com radicais. 
Taxa de variação e derivada  
 Problemas envolvendo funções ou taxa 
de variação 
 Estudo intuitivo das propriedades das 




 Aproximação experimental da noção de 
limite 
 Taxa média de variação e derivadas em 
casos simples 
 Funções definidas por ramos 
Trigonometria e Funções 
Trigonométricas (TRI 11)  38 aulas 
 Extensão da Trigonometria a ângulos 
retos, obtusos e resolução de triângulos 
 Ângulos orientados, ângulos 
generalizados e rotações 
 Razões trigonométricas de ângulos 
generalizados 
 Funções trigonométricas 
Geometria Analítica (GA 11)  32 aulas 
 Declive e inclinação de uma reta no 
plano 
 Produto escalar de vetores 
 Equações de planos no espaço 
Sucessões (SUC 11)  44 aulas 
 Conjunto dos majorantes e conjunto dos 
minorantes de uma parte não vazia de ℝ 
 Generalidades acerca de sucessões 
 Princípio de indução matemática 
 Progressões aritméticas e geométricas 
 Limites de sucessões 
 
Funções Reais de Variável Real (FRVR 
11)  56 aulas 
 Limite segundo Heine de funções reais 
de variável real 
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 Operações com funções. Composição e 
inversão de funções (Operações com 
radicais quadráticos e cúbicos e com 
potências de expoente fracionário. 
Simplificação de expressões com 
radicais, não incluindo a racionalização) 
 
Sucessões reais  48 aulas 
 Definição e propriedades 
 Progressões aritméticas e geométricas 






 e primeira definição do 
número e 
 Limites infinitamente grandes e 
infinitamente pequenos 
 Limites reais e convergência 
 
Temas Transversais 
 Comunicação Matemática 
 Aplicações e Modelação Matemática 
 História da Matemática 
 Lógica e Raciocínio Matemático 
 Resolução de Problemas e Atividades 
Investigativas 
 Tecnologia e Matemática 
 
Total de aulas previstas – 168 
 Continuidade de funções 
 Assíntotas ao gráfico de uma função 








Estatística (EST 11)  8 aulas 
 Reta de mínimos quadrados, amostras 








Total de aulas previstas – 178 
 
Há uma diferença de 10 aulas (1,(6) semanas) nas planificações para o 11ºano dos 
dois programas. 
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12º ano - Matemática A (Quadro-resumo) 
PROGRAMA ATUAL PROGRAMA NOVO (a iniciar em 
2017/18) 
Probabilidades e Combinatória  60 
aulas 
 Introdução ao cálculo de probabilidades 
 Distribuição de frequências e 
distribuição de probabilidades 




Introdução ao Cálculo Diferencial I  60 
aulas 
 Funções exponenciais e logarítmicas 
 Teoria de limites 
 Cálculo diferencial 
 Problemas de otimização 
 
 
Trigonometria e Números Complexos  
48 aulas 
 Funções seno, cosseno e tangente; 
cálculo de derivadas 
 Introdução histórica dos números 
complexos 
 Complexos na forma algébrica e na 
forma trigonométrica; operações e 
interpretação geométrica 
 Domínios planos e condições em 
Cálculo Combinatório (CC 12)  18 
aulas 
 Propriedades das operações sobre 
conjuntos 
 Introdução ao cálculo combinatório 
 Triângulo de Pascal e Binómio de 
Newton 
Probabilidades (PRB 12)  20 aulas 
 Espaços de probabilidades 
 Probabilidade condicionada 
Funções Reais de Variável Real (FRVR 
12)  34 aulas 
 Limites e continuidade 
 Derivada de segunda ordem, extremos, 
sentido das concavidades e pontos de 
inflexão 
 Aplicação do cálculo diferencial à 
resolução de problemas 
Trigonometria e Funções 
Trigonométricas (TRI 12)  26 aulas 
 Diferenciação de funções 
trigonométricas 
 Aplicações aos osciladores harmónicos 
Funções Exponenciais e Funções 
Logarítmicas (FEL 12)  40 aulas 
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 Comunicação Matemática 
 Aplicações e Modelação Matemática 
 História da Matemática 
 Lógica e Raciocínio Matemático 
 Resolução de Problemas e Atividades 
Investigativas 







Total de aulas previstas – 168 
 Juros compostos e número de Neper 
 Funções exponenciais 
 Funções logarítmicas 
 Limites notáveis envolvendo funções 
exponenciais e logarítmicas 
 Modelos exponenciais 
Primitivas e Cálculo Integral (PCI 12)  
20 aulas 
 Noção de primitiva 
 Cálculo integral 
 Resolução de problemas 
Números Complexos (NC 12)  26 aulas 
 Introdução aos números complexos 
 Complexo conjugado e módulo dos 
números complexos 
 Quociente de números complexos 
 Exponencial complexa e forma 
trigonométrica dos números complexos 
 Raízes n-ésimas de números complexos 
 Resolução de problemas. 
Total de aulas previstas – 184 
 
 
Há uma diferença de 16 aulas (2,(6) semanas) nas planificações para o 12ºano dos 
dois programas. 
 
No 12.º ano só com os três blocos (seis aulas) semanais vai ser muito difícil cumprir o 
Programa e preparar os alunos para um Exame Nacional que contempla os três anos 
do ciclo. 
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Segue-se uma apresentação detalhada de cada um dos domínios. 
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Capítulo 2 – 10.º ano - Matemática A 
 
 
O domínio Lógica e Teoria dos Conjuntos pode ser considerado central neste ciclo de 
estudos, uma vez que reúne temas fundamentais e transversais a todo o Ensino Secundário. 
Começa-se por introduzir algumas operações sobre proposições, de forma intuitiva e no contexto 
de uma Lógica bivalente em que valem os Princípios de não contradição e do terceiro excluído. 
Em seguida, é estudada a quantificação universal e existencial de condições e a relação entre 
operações sobre condições e sobre os respetivos conjuntos-solução, assunto que já tinha sido 
visitado, de forma menos específica, no Ensino Básico. É, ainda, a oportunidade para traduzir 
numa linguagem própria das teorias aqui desenvolvidas algumas técnicas elementares de 
demonstração, como a prova da igualdade entre conjuntos por dupla inclusão ou a prova de uma 
implicação pelo contrarrecíproco. 
 (Programa de Matemática A, pág.9) 
 
2.1. Lógica e Teoria dos Conjuntos (LTC10)  ̶  18 aulas 
 Proposições 
 Condições e conjuntos 
 
 Antes, no Programa, estava previsto: que a Lógica e a Teoria dos 
Conjuntos fosse um tema transversal no Ensino Secundário. Todas as 
noções deveriam ser abordadas à medida que fossem consideradas 




No Programa Novo, a Lógica e Teoria de Conjuntos aparece como um domínio 
independente o que é justificado pelo facto de a organização do Programa por Metas 
Curriculares obrigar à explicitação clara de todos os conteúdos.  
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Ao longo de todo o Ensino Básico, os alunos já aprenderam: 
 a representação de conjuntos, a reunião e a interseção de conjuntos, a organização 
de conjuntos de dados em diagramas de Venn e de Carroll (nos domínio 
Organização e Tratamento de dados – OTD 1,2 e 3) 
 o significado de conjunto-solução e o símbolo " ⇔ " quando deram Equações 
Algébricas do 1º grau no 7º ano (ALG 7) 
 o vocabulário do método axiomático: teorias; objetos, relações primitivas e axiomas; 
axiomática de uma teoria; definições, teoremas e demonstrações; condições 
necessárias e suficientes; aprenderam a utilizar os termos «hipótese» e «tese» de 
um teorema e o símbolo " ⇒ "; lemas e corolários (no 9.º ano, em GM 9) 
 a identificar um lugar geométrico como um conjunto de pontos que satisfazem uma 
determinada propriedade (GM 9). 
 
No 10.º ano, depois de se definir «proposição» e o «princípio da não contradição», 
definem-se as operações sobre proposições: conjunção, disjunção, implicação e 
equivalência, agora como operações binárias (cada uma delas transformando um par de 
proposições numa nova proposição) e a negação como uma operação unária (aplicada 
apenas a uma proposição). Todas as operações são definidas de modo que é sempre 
possível determinar o valor lógico do resultado, conhecendo o valor lógico das 
proposições das quais se parte. 
São estabelecidas: 
 as prioridades das operações lógicas; 
 a propriedade da dupla negação, o princípio do terceiro excluído e o princípio da 
dupla implicação; 
 as propriedades comutativa e associativa da disjunção e da conjunção, a 
existência de elemento neutro para cada uma delas e a distributividade da 
conjunção em relação à disjunção e da disjunção em relação à conjunção; 
 as primeiras Leis de De Morgan. 
 
Recomenda-se que, ao fazer o estudo destas operações, se reveja a abordagem feita no 
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Geometria e Medida GM9 (Metas Curriculares – Ensino Básico, pág.72) 
 
Axiomatização das teorias Matemáticas  
1. Utilizar corretamente o vocabulário próprio do método axiomático  
1. Identificar uma «teoria» como um dado conjunto de proposições consideradas 
verdadeiras, incluindo-se também na teoria todas as proposições que delas forem 
dedutíveis logicamente.  
2. Reconhecer, no âmbito de uma teoria, que para não se incorrer em raciocínio 
circular ou numa cadeia de deduções sem fim, é necessário fixar alguns objetos 
(«objetos primitivos»), algumas relações entre objetos que não se definem a partir 
de outras («relações primitivas»), e algumas proposições que se consideram 
verdadeiras sem as deduzir de outras («axiomas»).  
3. Designar por «axiomática de uma teoria» um conjunto de objetos primitivos, 
relações primitivas e axiomas a partir dos quais todos os objetos e relações da 
teoria possam ser definidos e todas as proposições verdadeiras demonstradas e 
utilizar corretamente os termos «definição», «teorema» e «demonstração» de um 
teorema.  
4. Saber que os objetos primitivos, relações primitivas e axiomas de algumas 
teorias podem ter interpretações intuitivas que permitem aplicar os teoremas à 
resolução de problemas da vida real e, em consequência, testar a validade da 
teoria como modelo da realidade em determinado contexto.  
5. Distinguir «condição necessária» de «condição suficiente» e utilizar 
corretamente os termos «hipótese» e «tese» de um teorema e o símbolo 
«⇒».  
6. Saber que alguns teoremas podem ser designados por «lemas», quando são 
considerados resultados auxiliares para a demonstração de um teorema 
considerado mais relevante e outros por «corolários» quando no desenvolvimento 
de uma teoria surgem como consequências estreitamente relacionadas com um 
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As propriedades expressas nos descritores (LTC 10 1.10 a 1.15) podem ser 
demonstradas elaborando tabelas de verdade ou utilizando argumentos que envolvam 
as definições das operações e propriedades já verificadas. Os alunos devem contactar 
com ambos os métodos. 
 
Assim, constituirão uma novidade no Ensino Secundário exercícios do tipo: 
(Caderno de Apoio, pág. 5) 
Resolução: 
3.1. Usando uma tabela de verdade: 
𝒑 𝒒 ~𝒒 𝒑 ⇒ 𝒒 𝒑 ∨ ~𝒒 (𝒑 ⇒ 𝒒) ∨ (𝒑 ∨ ~𝒒) 
V V F V V V 
V F V F V V 
F V F V F V 
F F V V V V 
 
3.2. Recorrendo a argumentos baseados nas propriedades das operações lógicas 
envolvidas: 
Para que 𝑎 ⇒ (𝑏 ⇒ 𝑎) fosse falsa, o antecedente teria que ser verdadeiro e o 
consequente falso. Mas se 𝑎 tiver o valor lógico de verdade, então o valor lógico de    
𝑏 ⇒ 𝑎 não pode ser falso. Logo, não é possível que 𝑎 ⇒ (𝑏 ⇒ 𝑎) seja uma proposição 
falsa. 
 
Sistematiza-se em seguida a relação entre condições e conjuntos, introduzem-se os 
quantificadores e as «Segundas Leis de De Morgan». Neste domínio apenas se tratam 
explicitamente condições com uma só variável. 
Também se exploram os processos de demonstração, que podem ser exemplificados 
com inúmeras situações constituindo revisões do Ensino Básico.  
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Será conveniente os docentes realçarem que a vantagem do contra reciproco é, em 
muitos casos, tal como nos exemplos acima, ser mais fácil de provar.  
Outro exemplo, agora com carácter geométrico: 
TEOREMA: Três pontos sobre uma circunferência são três pontos não colineares. 
 
CONTRA RECÍPROCO: Três pontos colineares não podem estar (os três) sobre uma 
circunferência. 
Resolver problemas envolvendo operações sobre condições e sobre conjuntos 
(Caderno de Apoio, LTC10- 3.10, página 12): 
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Demonstração do contra reciproco: 
A,B,C colineares com B entre A e C. Se existisse uma circunferencia de centro O 
contendo A,B e C, o ponto O pertenceria a interseção das duas mediatrizes: de AB e de 
BC.  
Se A,B,C são colineares estas mediatrizes são retas paralelas distintas e portanto não 
tem pontos comuns. Portanto não existe circunferência contendo os três pontos. 
Não faz parte do Programa distinguir as designações dos objetos, nem se introduz a 
noção de expressão designatória. 
No 12ºano (no domínio Cálculo Combinatório – CC 12) retomam-se as operações sobre 
conjuntos e cardinais de conjuntos e demonstram-se as «Leis de De Morgan para 
conjuntos». 
Atualmente (2015-16) no Ensino Superior, na Licenciatura do Curso de Matemática da 
Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa, existe uma disciplina no 1.º semestre 
do 1.º ano, Elementos de Matemática11 o que, de algum modo, pode justificar a 
inclusão destes conteúdos no novo Programa do Ensino Secundário. 
 
 
                                                   
11 https://www.fc.ul.pt/pt/disciplinas/201516/13509-elementos-de-matematica 
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Eis um desafio que pode ser proposto e que vem a propósito no final deste domínio: 
 
 
(in revista Educação e Matemática n.º 132, página 10, problema de José Paulo Viana) 
Sugestão de resolução: 
A 1.ª frase da Florinda tem de ser Verdadeira (rapidamente se conclui que nem a Manuela nem o 
Eduardo podem ficar em 1.º lugar, para se respeitar a regra e haver compatibilidade nos 
discursos). Logo a 2ª é Falsa.  




F1 F2 R1 R2 M1 M2 
1 V F V F V F 
2 V F V F F V 
Basta analisar os casos 1 e 2. 
O 1º caso é impossível, porque R2 é Falsa: 
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No domínio da Álgebra, completa-se, de forma sistemática, o estudo dos radicais, o que 
permite estender adequadamente a noção de potência a expoentes racionais e mostrar que as 
respetivas propriedades algébricas se estendem a potências com este conjunto alargado de 
expoentes. Neste domínio ainda se retoma o estudo iniciado no Básico acerca do anel dos 
polinómios de coeficientes reais. É definida a divisão euclidiana e apresentado o Teorema do 
resto, que permite, em particular, provar que 𝑎 ∈ ℝ é raiz de um polinómio 𝑃 se e somente se 𝑃 
é divisível por 𝑥 − 𝑎 . É ainda abordada a noção de multiplicidade algébrica de uma raiz, com 
aplicações à fatorização de polinómios.  
 (Programa de Matemática A, pág.9) 
 
2.2. Álgebra (ALG10)  30 aulas 
 Radicais 
 Potências de expoente racional 
 Polinómios 
 
No 2º ciclo (em ALG6) os alunos aprendem a definição de potência de expoente 
natural (e base racional positiva), a prioridade das operações e as regras operatórias 
das potências. 
No 3º ciclo (em ALG7 e ALG8) estende-se a definição dada às potências de base 
racional e expoente inteiro. As definições surgem como uma convenção para que as 
propriedades já conhecidas se mantenham válidas. Surgem as noções de raiz 
quadrada e raiz cúbica e o produto e o quociente entre estas raízes. 
Agora, a definição é mais uma vez ampliada, desta vez a potências de expoente 
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Define-se raiz n-ésima de um número real e estabelecem-se as propriedades 
algébricas dos radicais. 
  Antes, no 11ºano, estava previsto:  
 
(Página 7  do Programa Antigo do 11.º ano) 
Agora, a resolução de operações com radicais e com potências envolve a 
racionalização de denominadores da forma 𝑎 √𝑏
𝑛
 ou 𝑎√𝑏 + 𝑐√𝑑 
(𝑎 e 𝑐 números inteiros, 𝑏, 𝑑, 𝑛 números naturais, 𝑛 > 1). 
Os alunos devem aprender a racionalizar denominadores para poderem localizar, de 
forma correta, a fração na reta real o que também facilita o cálculo de valores 
aproximados sem terem de recorrer à calculadora. 
Na lecionação, no anterior Programa, a maioria dos docentes já ensinava a 






    ;  
5
2 − √3






Agora, para além desses exercícios, estão previstos outros de resolução mais 
elaborada: 
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(Caderno de Apoio do 10.º ano, pág.17) 
 
 
3.1.  √29 + 12√5 = √9 + 2 × 3 × (2√5) + 20 = √32 + 2 × 3 × (2√2) + (2√5)
2
 
= √(3 + 2√5)
2
= 3+ 2√5, uma vez que 3 + 2√5 > 0.  
 
3.2. √11 − 6√2 = √9 − 2 × 3 × √2 + 2 = √32 − 2 × 3 × √2 + (√2)
2
 
= √(3 − √2)
2
= 3 − √2 
 
Os conteúdos sobre polinómios não sofrem alteração. 
 
 
Do Programa do Ensino Básico (em ALG8), fazem parte: 
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Comentário: 
Esta é uma parte do Programa que envolve muito cálculo. 
Será conveniente e motivador para os alunos fazer, nesta altura, uma breve referência 
histórica. A construção de um retângulo de ouro (a partir de um quadrado) e a 
determinação do número de ouro (=base/altura do retângulo) é um bom ponto de 
partida e é sugestivo para os alunos fazerem um pequeno trabalho de pesquisa. A 
verificação de algumas propriedades do número de ouro é uma aplicação que torna 





Por exemplo, 𝜙 é solução da equação 𝑥 − 1 =
1
𝑥
 , 𝑥 ≠ 0; 
𝜙 + 1 = 𝜙2, etc. 
 
Pode ensinar-se a construir um pentágono “regular” com uma tira retangular de papel 
(fazendo apenas um nó) e verificar que a diagonal do pentágono é igual a 𝜙. 
 
E, para exercitar mais (considerando que a medida do comprimento da aresta do 
poliedro é a unidade): 
Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑜 𝑑𝑜𝑑𝑒𝑐𝑎𝑒𝑑𝑟𝑜 =
15𝜙
√3 − 𝜙
= 3√25 + 10√5 






(15 + 7√5) 






(3 + √5) 
 
Para realçar a importância da justificação do último passo na resolução de 3.1 (ou 
outra situação semelhante), é adequado pedir aos alunos que descubram o erro na 
“demonstração” para provar que 2 = 4 
4 − 12 = 16 − 24 
⟺ 4− 12 + 9 = 16 − 24 + 9 
⟺ (2− 3)2 = (4 − 3)2 
⟺√(2 − 3)2 = √(4 − 3)2 
⟺ 2− 3 = 4 − 3 
⟺ 2 = 4 
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Atendendo à idade dos alunos e à transição de ciclos (que é muitas vezes 
acompanhada da adaptação a uma Escola nova), é importante “adocicar” as partes 
mais densas do currículo, investir na relação pedagógica e cativar os alunos para a 
aprendizagem desde o início do ciclo. 
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O 10.º ano é igualmente a ocasião para se desenvolver o estudo da Geometria Analítica 
iniciado no Ensino Básico com a introdução dos referenciais cartesianos planos e o estudo das 
equações cartesianas das retas. Fixada uma unidade de comprimento e um referencial 
ortonormado do plano, introduz-se o cálculo da medida da distância entre pontos a partir das 
respetivas coordenadas, o que constitui um passo essencial no sentido de tratar, de forma 
eficaz, problemas da Geometria com instrumentos puramente analíticos. Dá-se especial relevo 
ao estudo das equações cartesianas de circunferências e elipses, cuja definição geométrica a 
partir da propriedade focal é apresentada neste domínio. No que diz respeito ao cálculo 
vetorial, para além das operações de adição de vetores e de adição de um ponto com um vetor, 
que eram já conhecidas, define-se agora a diferença de vetores, a multiplicação de um vetor 
por um escalar, a noção de norma, fixada uma unidade de comprimento, e, fixado além disso 
um referencial ortonormado, introduzem-se as coordenadas de um vetor, tratando-se em 
seguida também de um ponto de vista analítico todas estas noções. Depois de se apresentar o 
conceito de vetor diretor, introduzem-se as equações vetoriais e os sistemas de equações 
paramétricas de retas do plano. Finalmente, é feita uma primeira abordagem aos referenciais 
cartesianos do espaço, generalizando-se algumas das noções já estudadas no plano.  
(Programa de Matemática A, pág.9 e 10) 
 
2.3. Geometria Analítica (GA10)  54 aulas 
 Geometria analítica no plano 
 Cálculo vetorial no plano 
 Geometria analítica no espaço 
 Cálculo vetorial no espaço 
 
O estudo da Geometria analítica no plano inicia-se com as definições de referencial 
ortonormado e a distância entre dois pontos. 
Retoma-se a primeira abordagem à Geometria analítica no plano, feita no 5.º ano do 
Ensino Básico (OTD5-1.1 a 1.3): 
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(Metas Curriculares para o Ensino Básico, pág.36) 
Para chegar à definição de distância entre dois pontos, pode utilizar-se um exemplo 
análogo a: 
 
(Caderno de Apoio do 10.º ano, pág. 21) 
 
Isto podia sugerir que o desenvolvimento deste domínio era semelhante ao adotado no 
Antigo Programa, contudo quando se definem as coordenadas do ponto médio de um 
segmento de reta, retoma-se a geometria sintética do Ensino Básico. Esta indicação é 
explícita no descritor GA10-1.4. 
 
 
Nesta abordagem, o Teorema de Pitágoras é visto como uma consequência do 
Teorema de Tales. 
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Convém recordar o que foi dado no 7.º ano sobre este assunto: 
 
(Metas Curriculares para o Ensino Básico, pág. 51, GM7- 4.5 a 4.7) 
 
e, no 8ºano: 
 
(Metas Curriculares para o Ensino Básico, pág. 68, GM8- 1.1 a 1.3) 
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Podemos tomar como exemplo da meta GA10-1.4: 
 
(Caderno de Apoio do 10.º ano, pág. 21) 
Proposta de resolução12: 
1.1) Os pontos 𝐴(1,1) e 𝐶(4,1) pertencem à reta de equação 𝑦 = 1. Assim a 
ordenada do ponto médio de [𝐴𝐶] terá de ser 1. 
Sejam 𝐴′ , 𝐶′ e 𝐷′ as projeções ortogonais sobre 𝑂𝑥 dos pontos 𝐴, 𝐶 e 𝐷, 
respetivamente. 


















= 2⟺ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝐴𝑀̅̅̅̅̅  
Logo 𝑀 é o ponto médio de [𝐴𝐵] 
A abcissa de 𝑀 é igual à de 𝐷′ uma vez que 𝐷′ é a 
projeção ortogonal de 𝑀 sobre o eixo 𝑂𝑥. 






= 2 ⟺ 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝐷𝑀̅̅ ̅̅̅ 
ou seja 
𝐴′′𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝐴′′𝐸̅̅ ̅̅ ̅̅  
𝐸 é o ponto médio de [𝐴′′𝐵′′] , sendo a ordenada de 𝐸 dada por 
1+6
2




                                                   
12 A complexidade desta resolução deve-se à necessidade de concretizar a meta GA 10 - 1.4. 
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Segue-se a determinação das equações cartesianas da mediatriz de um segmento de 
reta, na forma reduzida e na forma 𝑥 = 𝑘 (se o segmento de reta for paralelo ao eixo 
das abcissas) e da equação reduzida da circunferência, como era habitual. 
 
Depois aparece um conteúdo novo: a definição de elipse e respetiva equação 
cartesiana; relação entre eixo maior, eixo menor e distância focal (descritores GA10- 
1.8 a 1.10). 
 
Exemplos do Caderno de Apoio do 10.º ano, pág. 22: 
 
Proposta de resolução: 
1.1) 𝑃(0, 𝑦), 𝑦 > 0 
𝐹1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = √(−𝑐 + 0)2 + (0 + 𝑦)2 = √𝑐2 + 𝑦2 
𝐹2𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝑐 + 0)2 + (0 + 𝑦)2 = √𝑐2 + 𝑦2 
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Logo, 𝐹1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐹2𝑃̅̅ ̅̅ ̅ 
1.2) Como 𝑃 é um ponto da elipse, 
𝐹1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐹2𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎
1.1
⇔2𝐹1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 ⇔ 𝐹1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 
ou seja, 𝐹1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐹2𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 
1.3) Considerando o triângulo retângulo em 𝑂, [𝑂𝑃𝐹2], tem-se, pelo Teorema de 
Pitágoras, 
(𝑂𝑃̅̅ ̅̅ )2 + (𝑂𝐹2̅̅ ̅̅ ̅)
2 = (𝑃𝐹2̅̅ ̅̅ ̅)
2 ⇔ (𝑂𝑃̅̅ ̅̅ )2 = 𝑎2 − 𝑐2 ⇔ 𝑂𝑃̅̅ ̅̅ = √𝑎2 − 𝑐2 
 
 
Proposta de resolução: 
1.1) Se 𝑃(𝑥, 𝑦) pertence à elipse, verifica-se que √(𝑥 + 4)2 + 𝑦2 +√(𝑥 − 4)2 + 𝑦2 =
2𝑎 
Logo 𝑑 = 2𝑎 
1.2) Considerando 𝑎 = 5, tem-se que 
√(𝑥 + 4)2 + 𝑦2 +√(𝑥 − 4)2 + 𝑦2 = 10 ⇔ √(𝑥 + 4)2 + 𝑦2 = 10 −√(𝑥 − 4)2 + 𝑦2 
(𝑥 + 4)2 + 𝑦2 = 100 − 20√(𝑥 − 4)2 + 𝑦2 + (𝑥 − 4)2 + 𝑦2 
20√(𝑥 − 4)2 + 𝑦2 = 100 + (𝑥 − 4)2 − (𝑥 + 4)2 
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𝑥2 + 𝑦2 = 25 − 16 
9
25







1.3) Se 𝐴1 e 𝐴2 são pontos do eixo das abcissas, tem-se 𝐴1 = (𝑥1 , 0) e 𝐴2 = (𝑥2, 0) 










= 0 ⇔ 𝑥 = −5 ∨ 𝑥 = 5 
Assim, o ponto do semieixo negativo das abcissas será 𝐴1 = (−5,0) e o ponto 
do semieixo positivo das abcissas será 𝐴2 = (5,0) 
De modo semelhante se conclui que as ordenadas de 𝐵1 = (0, 𝑦1) e 𝐵2 =
(0, 𝑦2) têm de ser as soluções de 
𝑦2
9
= 1 ⇔ 𝑦 = −3 ∨ 𝑦 = 3 
Assim, o ponto do semieixo negativo das ordenadas será 𝐵1 = (0,−3) e o 
ponto do semieixo positivo das ordenadas será 𝐵2 = (0,3) 








𝑏 = √𝑎2 − 𝑐2 = √52 − 42 = √9 = 3 
 
Este domínio completa-se com a identificação e/ou definição, utilizando equações e 
inequações cartesianas, de conjuntos de pontos do plano. Apenas se pretende um 
reconhecimento a nível elementar, recorrendo à intuição geométrica, à semelhança do 
que acontecia no Programa Antigo. 
Sobre o cálculo vetorial no plano, importa saber que a noção de segmento orientado 
já é conhecida desde o 2.º ciclo (NO6-3) 
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No 3.º ciclo, no 8.º ano (GM8-3) aparece o vetor como uma entidade matemática 
associada a um conjunto de segmentos orientados que são todos equipolentes entre si 





Também já são conhecidos do 8.º ano, vetores colineares e simétricos, soma de um 
ponto com um vetor e translação determinada por um vetor, composição de 
translações, adição algébrica de vetores e respetivas propriedades. 
 
Agora, no 10.º ano, define-se norma de um vetor e introduzem-se novas operações 
nomeadamente o produto de um vetor por um escalar e a subtração de vetores. 
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Mas, de novo, a demonstração da distributividade da multiplicação de um escalar em 




(Caderno de Apoio do 10.º ano, pág. 31) 
 
Só depois se passa a identificar um vetor através das suas coordenadas num 
referencial ortonormado (𝑂, 𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗) em que (𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗) constituem uma base do espaço 
vetorial vos vetores do plano. 
O desenvolvimento dado a partir daqui é idêntico ao que já se fazia. 
- Vetor-posição de um ponto e respetivas coordenadas;  
- Coordenadas da soma e da diferença de vetores; coordenadas do produto de um 
vetor por um escalar e do simétrico de um vetor; relação entre as coordenadas de 
vetores colineares;  
- Vetor diferença de dois pontos; cálculo das respetivas coordenadas; coordenadas do 
ponto soma de um ponto com um vetor;  
- Cálculo da norma de um vetor em função das respetivas coordenadas;  
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- Vetor diretor de uma reta; relação entre as respetivas coordenadas e o declive da 
reta;  
- Paralelismo de retas e igualdade do declive;  
- Equação vetorial de uma reta;  
- Sistema de equações paramétricas de uma reta;  
- Resolução de problemas envolvendo a determinação de coordenadas de vetores no 
plano, a colinearidade de vetores e o paralelismo de retas do plano.  
Na geometria analítica no espaço, começa-se com as definições rigorosas de: 
referencial cartesiano (ou simplesmente referencial ortonormado), projeção ortogonal 
de um ponto sobre uma reta, eixos coordenados, planos coordenados e coordenadas 
de um ponto no espaço (descritores GA10-7.1 a 7.5). 
Segue-se a ampliação ao espaço da noção de distância entre dois pontos, das 




Neste Novo Programa, a Geometria euclidiana é “recuperada”. Os conceitos básicos 
nos domínios que envolvem geometria são sempre demonstrados utilizando princípios 
da geometria sintética e só depois se faz a passagem à geometria analítica. Assim, 
neste contexto, o Teorema de Tales parece ser o Teorema que se destaca neste 
Programa e o Teorema de Pitágoras perde importância, relativamente à que tinha no 
Programa Antigo. 
 
Aparece o estudo da elipse, da respetiva equação cartesiana e de algumas das suas 
propriedades, deixando de ter o carácter facultativo que tinha no anterior Programa 
(ver abaixo) e onde a elipse era vista como uma “circunferência achatada” num dos 
seus eixos (diâmetros). 
No 10.º ano: 
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No 11.º ano: 
 
No entanto, continua a vir a propósito uma breve alusão às aplicações das elipses (e 
das suas propriedades) nos objetos utilizados no nosso quotidiano, assim como uma 
referência histórica ao estudo das cónicas. 
O estudo da Geometria Analítica continua no 11.º ano. 
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Inicia-se o domínio Funções Reais de Variável Real com alguns conceitos gerais sobre 
funções, como a injetividade, a sobrejetividade ou a restrição de uma função a um dado 
conjunto e definem-se as noções de composição de funções e de função inversa de uma função 
bijetiva. Em seguida, estabelecem-se relações entre propriedades de funções reais de variável 
real, como a paridade e simetrias dos respetivos gráficos. Estudam-se ainda as transformações 
geométricas dos gráficos de funções obtidas através da adição ou da multiplicação das 
variáveis dependente ou independente de uma dada função por uma constante. Termina-se este 
domínio de conteúdos com alguns aspetos gerais das funções reais de variável real, como a 
monotonia, o sentido de concavidade do respetivo gráfico ou as noções de extremo relativo e 
absoluto. 
(Programa de Matemática A, pág.10) 
 
2.4. Funções Reais de Variável Real (FRVR10)  58 aulas 
 Generalidades acerca de funções 
 Generalidades acerca de funções de variável real 
 Monotonia, extremos e concavidade 
 Estudo elementar das funções quadráticas, raiz quadrada, raiz cúbica e módulo e de 
funções definidas por ramos 
 Resolução de problemas 
 
Antes 
O Tema correspondente a este domínio englobava: 
funções e gráficos de funções; funções polinomiais e 
a função módulo. 
Era feito o estudo intuitivo de propriedades das 
funções e dos seus gráficos, tanto a partir de um 
gráfico particular como usando calculadora gráfica. 
A sequência dos conteúdos passava pelo estudo da 
função quadrática, da função módulo, de funções 
polinomiais de grau 3 e 4, pela decomposição de 
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polinómios em fatores (regra de Ruffini) e pela 
resolução de problemas. 
Também era feita a análise dos efeitos das 
mudanças de parâmetros nos gráficos das famílias 
de funções definidas por 
𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝑎,  𝑦 = 𝑓(𝑥 + 𝑎),  𝑦 = 𝑎𝑓(𝑥),  𝑦 = 𝑓(𝑎𝑥),  𝑦
= |𝑓(𝑥)| 
com a positivo ou negativo, descrevendo o resultado 
com recurso à linguagem das transformações 
geométricas. 
 
Agora, fazem parte do Ensino Básico 
 No 7ºano, no domínio Funções, Sequências e Sucessões (FSS7) 
Definição de função  
- Função ou aplicação 𝑓 de 𝐴 em 𝐵; domínio e contradomínio; igualdade de funções;  
- Pares ordenados; gráfico de uma função; variável independente e variável dependente;  
- Funções numéricas;  
- Gráficos cartesianos de funções numéricas de variável numérica; equação de um gráfico cartesiano.  
 
Operações com funções numéricas  
- Adição, subtração e multiplicação de funções numéricas e com o mesmo domínio; exponenciação de 
expoente natural de funções numéricas;  
- Operações com funções numéricas de domínio finito dadas por tabelas, diagramas de setas ou gráficos 
cartesianos;  
- Funções constantes, lineares e afins; formas canónicas, coeficientes e termos independentes; 
propriedades algébricas e redução à forma canónica;  
- Funções de proporcionalidade direta;  
- Problemas envolvendo funções de proporcionalidade direta.  
 No 8ºano (FSS8) 
Gráficos de funções afins  
- Equação de reta não vertical e gráfico de função linear ou afim;  
- Declive e ordenada na origem de uma reta não vertical;  
- Relação entre declive e paralelismo;  
- Determinação do declive de uma reta determinada por dois pontos com abcissas distintas;  
- Equação de reta vertical;  
- Problemas envolvendo equações de retas.  
 No 9ºano (FSS9) 
Funções algébricas  
- Funções de proporcionalidade inversa; referência à hipérbole;  
- Problemas envolvendo funções de proporcionalidade inversa;  
- Funções da família 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 com 𝑎 ≠ 0;  
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- Conjunto-solução da equação de segundo grau 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 como interseção da parábola de 
equação 𝑦 = 𝑎𝑥2  com a reta de equação 𝑦 = −𝑏𝑥 − 𝑐 .  
 
Assim, depois de uma breve revisão do que foi dado no 7ºano, nas generalidades 
acerca de funções, define-se 
 Produto cartesiano de conjuntos 
 Gráfico de uma função 
 Restrição de uma função 
 Imagem de um conjunto por uma função 
 Função injetiva, sobrejetiva e bijetiva Estes assuntos aparecem agora 
no 10ºano (no anterior Programa 
só se abordavam no 11ºano) 
 Composição de funções 
 Função inversa de uma função bijetiva 
 
Nas generalidades acerca de funções reais de variável real, define-se 
 Função real de variável real 
 Expressão analítica de uma função 
o Paridade de uma função 
 Simetrias dos gráficos das funções pares e das funções ímpares 
 Relação geométrica entre o gráfico de uma função e o da respetiva 
inversa  
 Relação entre o gráfico de uma função e os gráficos das funções 
𝒂𝒇(𝒙), 𝒇(𝒃𝒙), 𝒇(𝒙 + 𝒄), 𝒇(𝒙) + 𝒅, 𝒄𝒐𝒎 𝒂,𝒃, 𝒄, 𝒅 ∈ ℝ\{𝟎} 
Esta relação deixa de ser intuitiva. Está agora perfeitamente definida e deve 
ser justificada analiticamente.  
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Em monotonia, extremos e concavidade, definem-se 
 Funções estritamente crescentes (e estritamente decrescentes), crescentes em 
sentido lato (e decrescentes em sentido lato), intervalos de monotonia de uma 
função real de variável real e particulariza-se para o caso das funções afins e para 
o caso das funções quadráticas 
 Função majorada, minorada e limitada 
 Extremos absolutos 
 Vizinhança de um número real e extremos relativos 
 Sentido da concavidade do gráfico de uma função real de variável real 
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Segue-se depois o estudo de 
 
 Extremos, sentido das concavidades, raízes e representação gráfica de funções 
quadráticas 
 Funções definidas por ramos 
 Funções definidas por 𝑓(𝑥) = 𝑎|𝑥 − 𝑏| + 𝑐  (𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, 𝑎 ≠ 0) 
 Funções 𝒚 = √𝒙  e  𝒚 = √𝒙
𝟑
  enquanto funções inversas 
 Domínio e representação gráfica de funções definidas por   𝒇(𝒙) = 𝒂√𝒙 − 𝒃 + 𝒄    
e  
 𝒇(𝒙) = 𝒂√𝒙 − 𝒃
𝟑
+ 𝒄, 𝒂 ≠ 𝟎 
 Funções definidas por ramos envolvendo funções polinomiais até ao 3º grau, 
módulos e radicais quadráticos e cúbicos. 
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Exemplos de exercícios apresentados no Caderno de Apoio (englobam conteúdos 




(Pág. 48 do Caderno de Apoio do 10.º ano) 
 
 
(Pág. 49 do Caderno de Apoio do 10.º ano) 
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Este domínio do 10ºano do Programa de 2014 envolve praticamente todas as 
operações algébricas sobre funções e o estudo das respetivas funções resultantes, a 
resolução de equações e de inequações (racionais e irracionais) que antes, era 
distribuído pelos 10º e 11ºanos. Para além de aumentarem em número, o nível de 
rigor e a exigência na formalidade dos conteúdos lecionados também aumenta 
consideravelmente. 
Considerando o nível etário dos alunos a quem este Programa é dirigido, o perfil do 
aluno médio (quanto aos conhecimentos matemáticos, capacidade e metodologia de 
trabalho) à entrada do Ensino Secundário, terá de evoluir significativamente para que 
a maioria (dos alunos) tenha sucesso. 
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Finalmente, no domínio Estatística, começa-se por introduzir o sinal de somatório e 
algumas das suas regras operatórias, que serão úteis em diversas ocasiões ao longo do Ensino 
Secundário. Em particular poderão ser utilizadas neste mesmo domínio, nomeadamente 
aquando da manipulação de médias e desvios-padrão de amostras, ou de percentis, noções 
tratadas no 10.º ano. Para além das definições de variável estatística, amostra, média, 
variância, desvio-padrão e percentil, analisam-se as propriedades básicas destes conceitos e as 
respetivas interpretações em exemplos concretos.  
(Programa de Matemática A, pág.10) 
 
2.5. Estatística (EST10)  18 aulas 
 Características amostrais 
 
A partir de 2016/17, os alunos que ingressam no 10ºano já devem ter aprendido no 
Ensino Básico: 
7.ºano (FSS7) 
Sequências e sucessões  
- Sequências e sucessões como funções;  
- Gráficos cartesianos de sequências numéricas; 
- Problemas envolvendo sequências e sucessões.  
(OTD7) 
Medidas de localização  
- Sequência ordenada dos dados;  
- Mediana de um conjunto de dados; definição e propriedades;  
- Problemas envolvendo tabelas, gráficos e medidas de localização.  
8.ºano (OTD8) 
Diagramas de extremos e quartis  
- Noção de quartil;  
- Diagramas de extremos e quartis;  
- Amplitude interquartil;  
- Problemas envolvendo gráficos diversos e diagramas de extremos e quartis.  
9.ºano (OTD9) 
Histogramas  
- Variáveis estatísticas discretas e contínuas; classes determinadas por intervalos numéricos; 
agrupamento de dados em classes da mesma amplitude;  
- Histogramas; propriedades;  
- Problemas envolvendo a representação de dados em tabelas de frequência e histogramas.  
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Os primeiros quatro descritores referem-se ao significado do símbolo de somatório e 
às propriedades dos somatórios. O objetivo da sua inclusão, nesta altura no 
Programa, é que a prática de exercícios com somatórios lhes torne mais fácil a 






Terminologia e notação: 
Sejam: 
• 𝑥 uma variável estatística quantitativa em determinada população; 
• 𝐴 uma amostra de dimensão 𝑛 ∈ ℕ dessa população 
Admite-se que os elementos de 𝐴 estão numerados de 1 a 𝑛  
Representa-se por «𝑥𝑖» o valor da variável 𝑥 no elemento de 𝐴 com o número 𝑖 e 
designa-se por amostra da variável estatística  𝒙 (ou, simplesmente amostra) a 
sequência 

















Desvios de 𝑥𝑖 em relação à 
média 
𝑑𝑖 = 𝑥𝑖 − ?̅? 































, 𝑝 ∈ ℕ, 𝑛 < 𝑝 





Soma dos quadrados dos desvios 
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Exemplo de exercício do Caderno de Apoio, pág.53: 
 
 
Os alunos devem saber (descritor EST 10 – 3.12) que, dada uma população, existem 
critérios para escolher amostras que tenham médias e desvios-padrão, de modo a 
poderem ser consideradas boas estimativas da média e do desvio-padrão da 
população. 
Independentemente da dimensão da amostra, o par (?̅?, 𝑆𝑥) dá uma informação 
relevante sobre a distribuição da amostra. A estimativa da percentagem de valores da 
variável estatística com interesse para o estudo, num intervalo centrado na média da 
amostra, pode ser determinada pela desigualdade de Chebycheff (enunciado em 




?̰? = (𝑎𝑥1 + ℎ, 𝑎𝑥2 + ℎ, . . . , 𝑎𝑥𝑛 + ℎ)
⇓





 𝑆𝑆𝑥 = 0  sse  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = ⋯ = 𝑥𝑛
∴
𝑆𝑥







Dada uma amostra (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) de desvio padrão não nulo, para qualquer k 
positivo,  
a percentagem de unidade estatísticas com valores fora do intervalo  
]?̅? − 𝑘𝑆𝑥; ?̅? + 𝑘𝑆𝑥[ 
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A noção de percentil poderá ser 
introduzida usando um exemplo de dados 
organizados na forma de histograma.  
O percentil de ordem 65 ou, simplesmente, 
percentil 65, por exemplo, é o ponto do eixo 
horizontal para o qual a área acumulada 
dos retângulos do histograma que estão à sua esquerda, acrescida da área do 
retângulo que o ponto determina na classe a que pertence, é igual a 65% da área 














Segue-se um exemplo de exercício de determinação de percentis e interpretação 
dos respetivos valores (apresentado na ação sobre Metas Curriculares de 
Matemática A, Esc.Sec. Padre António Vieira)  
O percentil de ordem 𝑘 da amostra ?̰? = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) define-se como: 
• O valor máximo da amostra se 𝑘 = 100; 






+1 na amostra 
ordenada se 𝑘 ≠ 100  e 
𝑘𝑛
100
 for inteiro; 
• O elemento de ordem [
𝑘𝑛
100
] + 1 na amostra ordenada, nos 
restantes casos. 
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(A resolução de um exercício semelhante está no Caderno de Apoio, pág.56) 
 
Comentário: 
Desaparece o estudo da estatística descritiva que era feito no antigo 10ºano. Agora é 
feito ao longo do Programa do Ensino Básico e no Ensino Secundário explora-se a 
estatística de inferência.  
Neste domínio é feito o estudo das regras operatórias dos somatórios com o objetivo 
de demonstrar as propriedades da média, variância, desvio-padrão e percentis. 
Parece ser intenção, neste domínio, privilegiar a aplicação de fórmulas em detrimento 
do tratamento de amostras com um número grande de dados. Encontrar estratégias 
para ajustar esta metodologia à faixa etária dos alunos envolvidos não vai ser tarefa 
fácil. 
 
O símbolo ?̃? é usado para a mediana (definido em OTD 7-1.2) e para o conjunto dos 
valores da amostra no caso dos dados estarem agrupados (EST 10 – 2.4). Talvez seja 
preferível usar para mediana «Me» (também previsto em OTD 7-1.2). 
 
O tratamento de amostras bivariadas, os diagramas de dispersão, a reta de mínimos 
quadrados e a interpretação do coeficiente de correlação só serão estudados no 
11ºano. Este facto pode vir a dificultar a articulação entre os currículos da Matemática 
e da Física e Química nos Cursos de Ciências e Tecnologias. 
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Capítulo 3 – 11.º ano - Matemática A 
 
Após o estudo das razões trigonométricas dos ângulos agudos, realizado no Ensino 
Básico, o início do domínio Trigonometria e Funções Trigonométricas é consagrado a 
estabelecer uma definição para o seno e o cosseno de um qualquer ângulo convexo, 
justificando-se a escolha apresentada com a motivação de estender a ângulos internos retos e 
obtusos, a Lei dos Senos e o Teorema de Carnot, que permitem resolver triângulos de forma 
simples e sistemática. É também requerido o uso adequado de uma calculadora científica para 
obter valores aproximados dos elementos de triângulos objeto de resolução trigonométrica. 
Aborda-se em seguida o estudo dos ângulos orientados e generalizados e respetivas medidas de 
amplitude – conceitos intimamente associados à noção de rotação – e generalizam-se as razões 
trigonométricas a estes ângulos, introduzindo-se o círculo trigonométrico. Após a definição do 
radiano como unidade de medida de amplitude, fica-se apto a definir as funções reais de 
variável real seno, cosseno e tangente e a estudar as respetivas propriedades. 
(Programa de Matemática A, pág.15) 
 
 
3.1. Trigonometria e Funções Trigonométricas (TRI 11)  38 aulas 
 Extensão da Trigonometria a ângulos retos, obtusos e resolução de triângulos 
 Ângulos orientados, ângulos generalizados e rotações 
 Razões trigonométricas de ângulos generalizados 
 Funções trigonométricas 
Antes 
 Problemas envolvendo triângulos 
 Círculo trigonométrico e funções seno, cosseno e 
tangente 
 Equações trigonométricas elementares 
Agora os alunos já devem saber, do 9.º ano13 
Trigonometria (GM 9) 
- Seno, cosseno e tangente de um ângulo agudo;  
                                                   
13 A trigonometria é tratada, tal como no Programa anterior, apenas no 11.º e 12.º anos, dando 
continuidade ao estudo feito no 9.º ano 
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- Fórmula fundamental da Trigonometria;  
- Relação entre a tangente de um ângulo agudo e o seno e cosseno do mesmo 
ângulo;  
- Relação entre o seno e o cosseno de ângulos complementares;  
- Dedução dos valores das razões trigonométricas dos ângulos de 45°, 30° e 60°;  
- Utilização de tabelas e de uma calculadora para a determinação de valores 
aproximados da amplitude de um ângulo conhecida uma razão trigonométrica desse 
ângulo;  
- Problemas envolvendo distâncias e razões trigonométricas.  
 
É proposta uma grande alteração na metodologia de ensino e são introduzidos 
dois Teoremas: a Lei dos Senos e o Teorema de Carnot. 
Antes 
Partia-se de definição do círculo trigonométrico e da 
identificação do cosseno e do seno de um ângulo 
com, respetivamente, a abcissa e ordenada do ponto 
de interseção do lado extremidade do ângulo com a 
circunferência que limita o círculo trigonométrico. 
Definiam-se assim as razões trigonométricas 
generalizadas a um ângulo qualquer de forma 




1. Definir as razões trigonométricas dos ângulos retos e obtusos (Descritor TRI 11-1) 










⇔ ℎ = 𝑎 𝑠𝑒𝑛𝛾  
 
Repetindo o raciocínio tomando a altura relativa a outro vértice, deduz-se a Lei dos 
senos (ou Analogia dos senos) 
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1.2. Estender a Lei dos senos aos triângulos retângulos 
𝑠𝑒𝑛 90° = 𝑥 =? 




















⇔ 𝑥 = 1 
Assim, para que a Lei dos senos se verifique em triângulos retângulos, 𝑠𝑒𝑛 90° =
1. 
 
1.3. Estender a Lei dos senos aos triângulos obtusângulos 







⟺ ℎ = 𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝛽 














isto é, 𝑠𝑒𝑛(180° − 𝛼) = 𝑠𝑒𝑛 𝛼 





⟺ 𝐴𝐶′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏 cos𝛼 
Aplicando o Teorema de Pitágoras, tem-se 
ℎ2 = 𝑏2 − 𝐴𝐶′̅̅ ̅̅ ̅
2
= 𝑎2 − (𝑐 − 𝐴𝐶′̅̅ ̅̅ ̅)2 
⟺ 𝑏2 − (𝑏 cos 𝛼)2 = 𝑎2 − (𝑐 − 𝑏 cos 𝛼)2 
                                                   
14 A elaboração da demonstração é facultativa. Assim, todos os alunos devem conhecer o resultado e 
saber aplicá-lo, mas a demonstração não é exigível aos alunos. 
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⟺ 𝑎2 = 𝑏2 − 𝑏2𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝛼 + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2𝛼 
⟺ 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos 𝛼 
1.5. Estender o Teorema de Carnot aos triângulos retângulos 
𝑐𝑜𝑠 90° = 𝑥 =? 
para o Teorema continuar válido,
𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos 90° 
mas pelo Teorema de Pitágoras, 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 
então  2𝑏𝑐 cos 90° ⇔ cos 90° = 0 
Assim, para que o Teorema de Carnot se verifique em triângulos retângulos, 
𝑐𝑜𝑠 90° = 0 
1.6. Estender a Teorema de Carnot aos triângulos obtusângulos 
 





pelo Teorema de Pitágoras,   
 ℎ2 = 𝑏2 − (𝑏 cos(180° − 𝛼))2⋀  ℎ2 = 𝑎2 − (𝑏 cos(180° − 𝛼) + 𝑐)2 
⟺ 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑏𝑐 cos(180° − 𝛼) 
mas para o Teorema continuar válido, 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos 𝛼 
ou seja, 𝑐𝑜𝑠(180° − 𝛼) = −𝑐𝑜𝑠 𝛼 
A introdução destes novos conteúdos faz com que possam surgir exercícios com uma 
tipologia diferente do que era habitual. É o que se pretende retratar com o exemplo 
seguinte: 
**Na figura está representado um triângulo 
isósceles obtusângulo [𝐴𝐵𝐶] (𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ) e 
o ponto 𝐷, projeção ortogonal de 𝐶 sobre 
a reta 𝐴𝐵. Tem-se ainda que 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = 2.  
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Sendo 𝐵?̂?𝐶 = 𝜃 e  𝐶?̂?𝐴 = 𝛼 e sabendo que 𝑐𝑜𝑠𝛼 =
2√2
3




determine o perímetro do triângulo [𝐴𝐵𝐶]. 
 (Caderno de apoio – TRI 11,9.1-ex.2,  pág.13) 

















⟹ ℎ = 6 
Pelo Teorema de Carnot, 𝑥2 = 62 + 𝑥2 − 2 × 6 × 𝑥 × 𝑐𝑜𝑠𝛼 
























, c. q. p. 








Antes de definir ângulos orientados e rotações segundo ângulos orientados, 
recomenda-se que se reveja o que foi dado no 2.ºciclo sobre este assunto (6.ºano, 
GM6 – 9.14 a 9.20 e Caderno de apoio-2.ºciclo, 9.13 a 9.19) 
…. «imagem do ponto por uma rotação de centro e ângulo » … 
… «rotação de sentido positivo» (ou «contrário ao dos ponteiros do relógio») e a «rotação 
de sentido negativo» (ou «no sentido dos ponteiros do relógio»).  
…existe uma única imagem de um ponto por rotação de centro O e ângulo raso, que 
coincide com a imagem desse ponto pela reflexão central de centro O e designá-la por 
imagem de por «meia volta em torno de O».  
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Reconhecer que a (única) imagem de um ponto por uma rotação de ângulo nulo ou giro é 
o próprio ponto .  
Saber, … e designar, neste contexto, a rotação como uma «isometria».  
Reconhecer, … uma rotação conserva as amplitudes dos ângulos.  
 
Define-se um ângulo generalizado como um par ordenado (Descritor TRI 11-4) 
Define-se «ângulo generalizado» (ou «ângulo trigonométrico») como um par ordenado 
(𝛼, 𝑛), onde 𝛼 é um ângulo orientado e 𝑛 é um número inteiro e interpreta-se 
intuitivamente como o resultado de rodar o lado extremidade do ângulo 𝛼 depois de |𝑛| 
voltas completas no sentido determinado pelo sinal de 𝑛, ou seja, um «ângulo 
generalizado» é um ângulo orientado 𝛼 ao qual se associa um certo número de voltas 
efetuadas no sentido do sinal de  𝑛. 
Antes 
Não era dada uma definição formal de ângulo 
generalizado: explicava-se que era um ângulo com 
os mesmos lados origem e extremidade que o ângulo 
orientado 𝛼 e indicava-se a expressão geral das 
amplitudes. 
Fixado o centro, (𝛼, 𝑛1) e (𝛼, 𝑛2) determinam a mesma rotação de amplitude 𝛼 e, para 
(𝛼, 𝑛) e (𝛽, 𝑛) determinarem a mesma rotação 𝛼 e 𝛽 têm de ter sentidos contrários e a 
soma dos valores absolutos das medidas das suas amplitudes tem de ser  a medida 
de um ângulo giro. 
A medida de amplitude do ângulo generalizado (𝛼, 𝑛) é 𝑎 + 𝑛𝑔, onde 𝑎 é a amplitude 
do ângulo 𝛼 e 𝑔 a medida de amplitude dos ângulos giros (= 360°). 
No Ensino Básico, as amplitudes dos ângulos geométricos (não giros) são 
consideradas no intervalo [0,360[ , tomando o grau como unidade da medida da 
amplitude angular. As amplitudes dos ângulos generalizados podem ter como medida 
qualquer número real e variam em ]−360,360[. 
O prolongamento das razões trigonométricas aos ângulos generalizados é feito como 
no anterior programa, depois de se definir «círculo trigonométrico». 
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Na definição de «radiano» chama-se a atenção para a necessidade de, previamente, 
definir com “rigor” comprimento de um arco de circunferência. No Ensino Básico (GM 6 
– 5.1) introduziu-se a noção de perímetro de um círculo como sendo um valor 
aproximado pelos perímetros de polígonos regulares nele inscritos e a ele 
circunscritos. Agora pretende-se dar aos alunos, intuitivamente, a noção de que a 
medida do comprimento de uma circunferência pode ser definida rigorosamente como 
sendo o supremo das medidas das linhas poligonais inscritas no arco. Talvez seja 
oportuno repescar este assunto mais adiante (TRI 12 – pág.105). 
Passa-se depois ao estudo das funções trigonométricas e das suas propriedades. 
Antes 
No 11ºano podia ser feita uma breve referência aos 
gráficos das funções trigonométricas “desenrolando o 
círculo trigonométrico ao longo do eixo real”. No 
12.ºano era feito o estudo intuitivo em casos simples 
e, se possível, ligados a problemas de modelação, 
recorrendo à calculadora gráfica. 
 
Para além do estudo do domínio, contradomínio, periocidade, paridade, zeros e 
extremos, agora estudam-se também as funções trigonométricas inversas.  
 
Parece aqui ser importante realçar aos alunos15 o cuidado a ter na resolução de 
exercícios do tipo: 
*Determine o valor da expressão 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (𝑠𝑒𝑛
5𝜋
3




(Caderno de apoio – TRI 11,8.1-1.4,  pág.12) 




                                                   
15 Um pouco à semelhança do que se passa na determinação da expressão √𝑥2 que é vulgarmente 
identificada com 𝑥 sem olhar ao domínio. 
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Este Programa recomenda a utilização da tecnologia de forma cuidadosa e criteriosa. 
“… considera-se que no Ensino Secundário a tecnologia, e mais especificamente a calculadora 
gráfica, deve ser utilizada em sala de aula e consequentemente em certos instrumentos de 
avaliação (na resolução de problemas requerendo cálculos de valores aproximados de soluções 
de determinado tipo de equações ou de funções envolvendo, por exemplo, razões 
trigonométricas, logaritmos, ou exponenciais) mas que se deve evitar a sua utilização em outras 
provas de avaliação em que os conteúdos e capacidades envolvidas claramente o não 
justifiquem ou mesmo o desaconselhem.” 




No domínio da Trigonometria pretende-se que o aluno use adequadamente uma 
calculadora (científica) para obter valores aproximados dos elementos de triângulos na 
resolução de alguns problemas. Também na resolução de alguns problemas que 
envolvem funções trigonométricas deve usar a calculadora gráfica. 
Exemplos disso, são: 
(Caderno de apoio – TRI 11,9.2 - ex.2, pág.13) 
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(Caderno de apoio – TRI 11,9.4 - ex.4, pág.16 e 17) 
Para resolverem a última alínea, os alunos têm de recorrer a uma calculadora gráfica. 
4.5.3 - Resolução 
𝐴∆ = 0,5 
⟺ 0,5𝑟2𝑡𝑔𝜃(𝑐𝑜𝑠2𝜃) = 0,5 
𝑟=2
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𝜃 ≈ 0,3 𝑟𝑎𝑑 ∨  𝜃 ≈ 0,6 𝑟𝑎𝑑  
Na tabela seguinte insere-se uma proposta de planificação para este domínio, 
considerando aulas de 45 minutos. Optou-se por deixar 4 aulas livres para aplicar 
instrumentos de avaliação.  

















Extensão da definição das 
razões trigonométricas aos casos 
de ângulos retos e obtusos; Lei 
dos senos e Lei dos cossenos 














11.1 a 11.13 




Resolução de triângulos 
1.4; 1.5; 1.6 







Ângulos orientados; amplitudes 






Rotações 2.1; 2.2; 3.1 GM 6 – 
9.14 a 9.20 Ângulos generalizados; medidas 





Ângulos generalizados e 4.5; 4.6 
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5.1; 5.2  
4 
Generalização das definições 
das razões trigonométricas aos 
ângulos generalizados e às 




Medidas de amplitude em 
radianos 






As funções reais de variável real 
seno, cosseno e tangente: 
domínios, contradomínios, 






FRVR 10  
 
4 
Fórmulas trigonométricas de 
“redução ao 1º quadrante”: seno 
e cosseno de 𝑥 ±
𝜋
2
  e de 𝑥 ±
𝜋, 𝑥 ∈ ℝ 
7.8  
4 
Generalização da fórmula 
fundamental da Trigonometria 
7.7  
6 
Equações do tipo 𝑠𝑒𝑛𝑥 =
𝑘, 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑘 e 𝑡𝑔𝑥 = 𝑘 
8.2; 8.3; 
8.4; 8.5; 9.3 
 
Inequações trigonométricas com 
domínio num intervalo limitado 
7.4; 7.6 ALG 9 – 




8.2; FRVR 10 
2 
Resolução de problemas 
envolvendo razões 
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Comentário: 
Na Trigonometria, no 11º ano, aparecem como conteúdos novos as Leis dos Senos e 
dos Cossenos. São uns teoremas fáceis de compreender e de demonstrar, mas que 
ajudam bastante a simplificar a resolução de muitos exercícios e problemas. A sua 
introdução, neste ciclo de ensino, parece ser uma mais-valia muito significativa. 
É nesta altura oportuno retomar os casos de igualdade de triângulos (GM5-2.9 a 2.11) 
e os casos de semelhança de triângulos (GM7-4.8 a4.10). 
 A introdução do estudo das funções trigonométricas inversas tem o benefício de 
permitir justificar melhor a resolução e o conjunto solução das equações 
trigonométricas e, sobretudo, vem explicar o uso das teclas 𝑠𝑒𝑛−1, 𝑐𝑜𝑠−1 e 𝑡𝑔−1 da 
calculadora. Este estudo vai contribuir (assim como a introdução do estudo das 
primitivas no 12ºano) para que os alunos, no final do secundário, conheçam as 
funções inversas de todas as funções que estudam ao longo do Programa. 
 
 
O domínio Trigonometria e Funções Trigonométricas é retomado no 12º ano. 
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No domínio Geometria Analítica, introduz-se, no 11.º ano, a noção geométrica de 
produto escalar de vetores, deduzindo-se as suas principais propriedades, como a simetria, a 
bilinearidade ou a relação deste conceito com a perpendicularidade. Fixado um referencial 
ortonormado, o produto escalar estuda-se também do ponto de vista das coordenadas. É 
importante notar que as propriedades das funções trigonométricas abordadas no domínio 
Trigonometria e Funções Trigonométricas são fundamentais para uma correta apresentação e 
justificação de muitos destes resultados. Ainda neste domínio, completa-se o estudo das 
equações cartesianas de planos no espaço, iniciado no 10.º ano. 
(Programa de Matemática A, pág.15) 
 
3.2. Geometria Analítica (GA 11)  32 aulas 
 Declive e inclinação de uma reta do plano 
 Produto escalar de vetores 
 Equações de planos no espaço 
 
Novo 
Neste domínio, o conceito de produto escalar é introduzido antes da definição de 
ângulo entre dois vetores16. 
 
Define-se produto escalar, ou produto interno17, entre dois 
vetores ?⃗?  e 𝑣  , tomando dois representantes 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ?⃗?  e  
 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣  com a mesma origem 𝐴.  
?⃗? .𝑣  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 
Considerando 𝐶′ como sendo a projeção ortogonal de 𝐶 
sobre a reta 𝐴𝐵: 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶′̅̅ ̅̅ ̅ se os vetores 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑒 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ tiverem o mesmo sentido, ou seja, 
se as semirretas ?̇?𝐵 e ?̇?𝐶  formarem um ângulo agudo ou um ângulo nulo 
ou 
                                                   
16 Convém recordar o que foi dado e o que foi revisto do ensino básico no 10.º ano, em GA 10. 
17 É importante referir que esta operação não é interna (no sentido de operação fechada) apesar da 
designação que toma habitualmente. 
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𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  −𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶′̅̅ ̅̅ ̅ se os vetores 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑒 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ tiverem sentidos opostos, ou seja, 
se as semirretas ?̇?𝐵 e ?̇?𝐶  formarem um ângulo obtuso ou um ângulo raso. 
 
É imediato, para os alunos, verificar que se os vetores dados forem 
perpendiculares o seu produto escalar é zero. 
 
Só depois se define ângulo entre dois vetores como sendo o menor ângulo 
convexo formado por dois segmentos orientados com a mesma origem e que 
representem cada um dos vetores.  
 
Antes 
Começava-se por definir ângulo de dois vetores e 
introduzia-se a noção de produto escalar a partir da 
definição (do âmbito da Física) do trabalho realizado 
por uma força que atua sobre um corpo em repouso 
imprimindo-lhe um deslocamento. 
𝑊 = |𝐹 | × 𝑑𝑐𝑜𝑠𝛼 em que 𝛼 é o ângulo  que a 
trajetória do movimento faz com o vetor que 
representa a força. 
 
Depois de se estabelecer que ?⃗? . 𝑣 = ‖?⃗? ‖ × ‖𝑣 ‖ × 𝑐𝑜𝑠(𝑢,⃗⃗⃗  𝑣 ̂) e as propriedades do 
produto escalar no plano e no espaço, passa-se às aplicações deste conceito: 
determinação do ângulo de duas retas e dedução da relação entre declives de retas 
perpendiculares no plano. 
 
Uma “segunda” definição de certos conjuntos de pontos no plano (e no espaço) ̶ a 
partir das propriedades da perpendicularidade de dois vetores ̶ como a circunferência, 
a mediatriz de um segmento de reta e a reta tangente a uma circunferência num dado 
ponto (a superfície esférica, o plano mediador e o plano tangente a uma superfície 
esférica), embora não apareça explicitamente nos descritores do Novo Programa (o 
que, no Programa antigo, era bem evidente nas indicações metodológicas), deve 
continuar a ser uma aplicação importante. 
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Assim, no caderno de apoio, a propósito da resolução de problemas envolvendo a 




A determinação da equação cartesiana de um plano, continua a ser introduzida como 
sendo mais uma outra consequência da aplicação do conceito de produto escalar.  
 
Antes 




𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 
em que (𝑥, 𝑦, 𝑧) são as coordenadas de um ponto genérico de 𝛼, (𝑎, 𝑏, 𝑐) são as 
coordenadas de um vetor normal ao plano 𝛼 e 𝑑 é o parâmetro que se pode obter ao 
substituir as coordenadas de um dado ponto de 𝛼  na equação. 
Equação vetorial 
𝑃 = 𝑃0 + 𝑠?⃗? + 𝑡𝑣  
em que 𝑃 é um ponto genérico de 𝛼, 𝑃0 é um ponto dado de 𝛼, ?⃗?  e 𝑣  são dois 
vetores não colineares paralelos ao plano 𝛼 e 𝑡 é um parâmetro real. 
Como consequência direta da equação vetorial do plano, é também referido o «sistema 
das equações paramétricas do plano 𝛼». 
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Exemplo de trabalho individual (da Ação de Formação sobre Programa e Metas 
Curriculares de Matemática A promovida pela Direção Geral de Educação (DGE): 
 
 
Resolução da Atividade prática com a indicação dos descritores aplicados 
 
2. 𝑠: (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,5,0) + 𝑡(−2,2,1), 𝑡 ∈ ℝ 
 
2.1. 𝐴(−3,1,4) ∈ 𝑠? 
(−3,1,4) = (−2𝑡, 5 + 2𝑡, 𝑡), 𝑡 ∈ ℝ 
{
−3 = −2𝑡









Como o sistema é impossível, 𝐴 ∉ 𝑠 
 
𝐵(2,3, −1) ∈ 𝑠? 
{
2 = −2𝑡






⟺ 𝑡 = −1 
Como o sistema é possível e determinado, 
𝐵 ∈ 𝑠. 
Descritores: GA10-5.6-6.3-10.3 
 
2.2. 𝑥𝑂𝑧: 𝑦 = 0 Como 𝑃 ∈ 𝑥𝑂𝑧, 𝑦𝑃 = 0 
𝑃(𝑥, 0, 𝑧) ∈ 𝑠 ⟹ {
𝑥 = −2𝑡
















∴ 𝑃 = (5,0, −
5
2
) é o ponto de interseção 
da reta 𝑠 com o plano 𝑥𝑂𝑧. 
Descritores: GA10-8.1-5.6-6.3-10.3 
2.3. 𝑟 ∥ 𝑠 ⇒ 𝑟 = 𝑠 = (−2,2,1) 
(0,0,0, ) ∈ 𝑟 
∴ 𝑟: (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,0,0) + 𝑘(−2,2,1), 𝑘 ∈ ℝ 
é a equação vetorial da reta 𝑟, paralela a 𝑠 e 
que passa pela origem do referencial. 
Descritores:GA10-5.2-5.5-10.3 
 
2.4. 𝑡 ⊥ 𝑠 ∧ 𝐵 ∈ 𝑡 
𝑡 ⊥ 𝑠 ⇒ 𝑡 . 𝑠 = 0 Então pode ser 𝑡 = (0,−1,2) 
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𝑡: (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2,3, −1) + 𝑢(0, −1,2), 𝑢 ∈ ℝ 
Descritores: GA11-2.4-2.5-4.1-4.2 
 
2.5. 𝑂𝑦: 𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = 0 
𝑠: (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−2𝑡, 5 + 2𝑡, 𝑡), 𝑡 ∈ ℝ 
 
Se 𝑠 interseta 𝑂𝑦, vem 
−2𝑡 = 0 ∧ 𝑡 = 0 ⇔ 𝑡 = 0 
𝑜𝑢 𝑠𝑒𝑗𝑎, 𝒔 interseta  o eixo 𝑶𝒚 no ponto (𝟎,𝟓, 𝟎) 
Seja  𝑀 = (0,5,0) 
O eixo 𝑂𝑦 tem por vetor diretor 𝑦 = (0,1,0) e  
 𝑠 = (−2,2,1). São vetores do plano (paralelos) 
não colineares, porque são vetores diretores de 
retas do plano. GA11-3.7 
Assim, uma equação vetorial do plano definido 
pela reta 𝒔 e o eixo 𝑶𝒚 vai ser  
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,5,0) + 𝑘1(−2,2,1)








2.6. 𝜋: 4𝑥 − 4𝑦 − 2𝑧 − 5 = 0 ⟹ 
𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = (4, −4,−2) 
𝑠 = (−2,2,1) 
Ora 𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = −2 × 𝑠  ⟹  𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ ∥ 𝑠  ⟹ 𝑠 ⊥ 𝜋 















A interpretação geométrica (acompanhada da visualização no espaço) da interseção 
de planos e de retas e planos assim como a identificação das condições de 
paralelismo e perpendicularidade de planos e de retas e planos é feita no Ensino 
Básico (GM 9). 
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A resolução de sistemas de 3 equações com 3 incógnitas, assim como as respetivas 
interpretações geométricas (posição relativa dos planos) saíram do programa. Também 
saiu a programação linear. 
 
Comentário: 
Neste domínio devia continuar a contemplar-se: 
 a interpretação vetorial das condições de paralelismo e perpendicularidade 
(acompanhada da visualização no espaço) de retas/planos e planos, por facilitar 
bastante a resolução dos problemas que envolvem estas situações; 
 a interseção de planos, nomeadamente: 
o a dedução das equações cartesianas de uma reta no espaço a partir da 
resolução do sistema que traduz a interseção de dois planos; 
o a interseção de planos ligada à resolução de sistemas de três equações 
pelo método da adição ordenada (ou pelo método misto) 
 – O método da adição ordenada desenvolve o raciocínio e agiliza o 
cálculo. No Ensino Secundário é, neste domínio, a melhor altura para se 
treinar este tipo de resolução de sistemas. 
o a (revisão da) classificação de sistemas de equações agora ligada à 
interpretação geométrica da posição relativa de planos. 
 
O desenvolvimento da Geometria Analítica no Ensino Secundário termina neste domínio.
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No domínio Sucessões, após a apresentação de alguns aspetos gerais, é introduzido o 
princípio de indução matemática, que constitui um instrumento fundamental para o estudo de 
diversas propriedades das sucessões, servindo ainda de suporte teórico à definição de 
sucessões por recorrência. São estudadas as progressões aritméticas e geométricas bem como 
o cálculo da soma de sequências dos respetivos termos.  
A noção de limite é introduzida de forma cuidada. Uma abordagem puramente intuitiva dos 
limites leva rapidamente a insuficiências concetuais graves. É pois exigida, em situações muito 
simples, a justificação da convergência de certas sucessões recorrendo diretamente à definição. 
É também desenvolvida, de forma bastante completa, a álgebra dos limites, incluindo uma 
análise das situações ditas indeterminadas, devendo os alunos justificar igualmente alguns 
destes resultados. 
(Programa e Metas Curriculares de Matemática A, pág.15) 
 
3.3. Sucessões (SUC 11)  44 aulas 
 Conjunto dos majorantes e conjunto dos minorantes de uma parte não vazia de ℝ 
 Generalidades acerca de sucessões 
 Princípio de indução matemática 
 Progressões aritméticas e geométricas 
 Limites de sucessões 
 
No domínio das sucessões, a primeira alteração aparece relacionada com o Princípio 
de indução matemática. 
Agora 
A utilização do princípio de indução matemática aparece explicitamente no Programa. 
Antes 
Aparecia como exemplo de um dos métodos de 
demonstração de teoremas inserido num dos 
temas transversais do Programa – Lógica e 
Raciocínio. A referência (abaixo indicada) colocada 
nas indicações metodológicas conduziu a que, na 
prática, tivesse sido considerado um assunto com 
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carácter facultativo, nem sempre lecionado e quase 













Com a indução matemática podem provar-se as “fórmulas” das progressões, termo 
geral e soma de n termos consecutivos, mas também alguns resultados curiosos e 
úteis como por exemplo: 
 sendo 𝑎 e 𝑛 números naturais, 𝑎𝑛 − 1 é múltiplo de 𝑎 − 1; 




 número de apertos de mão19 que são dados quando 𝑛 pessoas se encontram e se 









                                                   
18 Exemplos a retomar no 12º ano, no Cálculo Combinatório 
19  
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Exemplo de atividade prática (da Ação de Formação sobre Programa e Metas 
Curriculares de Matemática A promovida pela Direção Geral de Educação (DGE): 
 
Resolução da Atividade prática com a indicação dos descritores aplicados 
1.1. Seja 𝑃(𝑛): 𝑢𝑛 > 2 
 𝑃(1): 𝑢1 = 3 > 2 proposição verdadeira 
Hereditariedade: 𝑃(𝑛) ⇒ 𝑃(𝑛 + 1) 









∴ 𝑢𝑛+1 > 2 
Como 𝑃(1) é verdadeira e se verifica a hereditariedade de 𝑃(𝑛), podemos concluir que 𝑢𝑛 >
2, ∀𝑛 ∈ ℕ 
Descritores: SUC 11 -3.1-3.2-3.3 
1.2. 






















Como  𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 , ∀𝑛 ∈ ℕ, 
Podemos concluir que (𝑢𝑛) é uma sucessão decrescente. 
 
Descritores: SUC 11 -2.2 
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1.3.   (𝑢𝑛) é monótona decrescente e é limitada porque 2 < 𝑢𝑛 ≤ 3, ∀𝑛 ∈ ℕ  
(logo é convergente para o ínfimo dos seus termos (2)) 
Como é decrescente e minorada, é convergente. 
Descritores: SUC 11 -1.2-2.5-2.6-6.4 
 
𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛+1 =
4 + 𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛
3
⇔ 3 𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛+1 − 𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛 = 4 ⇔ 3𝑎 − 𝑎 = 4 ⇔ 2𝑎 = 4 
⇔ 𝑎 = 2 
Descritores: SUC 11 -6.7-7.1-7.4 
 
É conveniente realçar aos alunos que: 
a) há propriedades que são verdadeiras para o 1 e que não são hereditárias. 
Ex.1)  𝑛2 − 𝑛 + 41 é um número primo para valores de 𝑛 compreendidos 
entre 1 e 40, mas é falsa para 𝑛 = 41, pois  412 = 41 × 41 
Ex.2)  𝑛2 + 𝑛 + 41 é um número primo para valores de 𝑛 compreendidos 
entre 1 e 39, mas é falsa para 𝑛 = 40, pois  402 + 40 + 41 =
402 + 80 + 1 = (40 + 1)2 = 41 × 41. 
Ex.3) Pierre de Fermat (1601-1655) conjeturou que  𝐹(𝑛) = 22
𝑛
+ 1, 𝑛 =
0, 1, 2, … eram números primos, mas Euler (1707-1783) mostrou 
que 𝐹(5) = 641 × 6700417 
b) há propriedades que são hereditárias e não são válidas para o inteiro 1. 
Ex.4) 10𝑛 = 4̇  (20) é hereditária, mas não é válida para 𝑛 = 1. 
A História da Matemática está cheia de exemplos de matemáticos que criticam os 
resultados dos seus antecessores ou dos seus colegas por discordarem do rigor das 
demonstrações apresentadas ou por detetarem falhas em alguns casos particulares. 
Este parece ser um dos domínios, apesar de não estar explicitado nos descritores, 
particularmente adequado para fazer uma abordagem do ponto de vista histórico da 
evolução da Matemática e da História dos números. 
                                                   
20 4̇ é uma notação usada para múltiplo de 4 
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No estudo das progressões aritméticas e geométricas, que não é inovador 
relativamente ao Programa antigo, vêm a propósito as histórias da Matemática, 
 relacionadas com Gauss (1777-1855) sobre a soma de 𝑛 termos 
consecutivos de uma progressão aritmética (SUC 11- 5.2); 
 os paradoxos mais conhecidos de Zenão de Eleia (490? - 430 a.C.?): a 
"Dicotomia" e "Aquiles e a tartaruga". 
 a história do xadrez, a do alfaiate que negoceia o nº de botões do fato, a do 
construtor que negoceia o nº de degraus da moradia ou as “perguntas de 
algibeira” do tipo «a que horas estava meio cheio um poço seco onde se 
plantou aquela florinha especial que se reproduzia de minuto a minuto e 
que ficou cheio às …?», … 
 a determinação do número necessário de dobragens, de uma folha com 
uma determinada espessura, para preencher a distância da Terra à Lua. 
Permite relembrar a Trigonometria. 
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ou, no mesmo contexto, ou para relembrar na altura em que se introduzem os 
logaritmos no 12ºano 
 
(Exemplo F da Informação-Exame de Mat.B-2007 
http://www.docmath.net/fggfiles/mat/Informacao_exames_2007/12/ie_mat_b_735_2007.pdf) 
 
Ainda a propósito das progressões geométricas é oportuno dar uma (nova) explicação 
para o facto de uma dízima infinita periódica ser um número racional. 
 
𝑢1 = 0,3 
𝑢2 = 0,03 









Também a construção de fractais   ̶ que, de forma simples e abreviada, são formas 
geométricas que se obtêm a partir de uma figura base à qual se aplicam 
transformações que se vão repetindo indefinidamente e que têm duas características 
fundamentais: a auto semelhança (uma parte do fractal é semelhante ao fractal 
completo) e a complexidade infinita (o processo recursivo da sua construção pode ser 
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sempre continuado)  ̶ pode ser uma atividade motivadora e proporcionar uma melhor 
compreensão dos conceitos. 
E, para despertar o espírito matemático nos alunos mais interessados, pode indicar-se 
um tópico para investigar. Por exemplo, como se pode chegar ao termo geral de uma 
sucessão desconhecida (analisar as primeiras diferenças de uma sequência, as 
segundas diferenças, …) 
 
 Limites de sucessões 
Agora 
O estudo das sucessões é feito antes do estudo das funções para conduzir à 
abordagem rigorosa do conceito de limite de funções segundo Heine. Assim, pretende-
se que a definição de limite de uma sucessão, 
lim
𝑛→∞
𝑢𝑛 = 𝑙 ⟺ ∀𝛿 > 0, ∃𝑝 ∈ ℕ: ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑝 ⇒ |𝑢𝑛 − 𝑙| < 𝛿 
seja muito trabalhada e se façam diversas demonstrações. 
Os alunos devem apropriar-se bem da ideia que, quando uma sucessão tende para 𝑙, 
a partir de uma certa ordem, todos os termos da sucessão estão tão próximos de 𝑙 





O conceito de limite de uma função era abordado de 
forma intuitiva, a propósito do estudo das assíntotas 
das funções racionais. Parece que isto levou a que 
os alunos criassem algumas ideias erradas como, 
por exemplo, a ideia que o limite de uma sucessão 
nunca era atingido. 
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Pretende-se agora que os alunos provem, por definição, que uma sucessão tem um 
dado limite, como a seguir se exemplifica. 
 
 
(in documentação da Ação promovida pela DGE sobre limites 11.º ano) 
 
O estudo da «álgebra dos limites», incluindo as situações ditas «indeterminadas» 
encontra-se expresso numa longa lista de descritores do domínio SUC11 (descritores 
6.11 a 6.26, pág. 33 e 34). Nessa lista abunda o símbolo «#», indicando-se assim que 
não é necessário efetuar um estudo sistemático de todas essas propriedades. Ainda 
que os alunos devam conhecer todos estes resultados, e saber aplicá-los, o professor 
poderá escolher apenas algumas das propriedades para tratar de forma mais 
detalhada na sala de aula. 
 
O Teorema das Sucessões Enquadradas deixa de ser um conteúdo a lecionar no 11.º 
ano. Agora faz parte do domínio das funções do 12.º ano (FRVR 12). 
Continua a ser lecionada no 11.º ano (descritor 6.8 de SUC 11) a proposição: “o 
produto de uma sucessão limitada por uma sucessão que tende para zero, é uma 
sucessão que tende para zero”, cuja a demonstração deve ser feita também a partir da 
definição de limite de uma sucessão (como é sugerido no caderno de apoio, pág.25). 
Demonstração: 
Suponhamos que (𝑢𝑛) é limitada. Então ∃𝑀 ∈ ℝ
+: ∀𝑛 ∈ ℕ, |𝑢𝑛| ≤ 𝑀 
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Suponhamos também que (𝑣𝑛) é tal que 𝑣𝑛 → 0. Então ∀𝛿 > 0, ∃𝑝 ∈ ℕ: ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥
𝑝 ⇒ |𝑣𝑛| < 𝛿 
Assim, tem-se |𝑢𝑛×𝑣𝑛| = |𝑢𝑛| × |𝑣𝑛| ≤ 𝑀 × |𝑣𝑛|, ∀𝑛 ∈ ℕ 
e também, dado > 0 tal que 𝛿 =
𝜀
𝑀




e portanto 𝑙𝑖𝑚(𝑢𝑛×𝑣𝑛) = 0 
 
 
Um limite bastante importante, cuja demonstração se encontra prevista, ainda que a 
título facultativo, no descritor SUC 11- 6.30, é: 
 
Esta prova deverá ser efetuada sem utilizar o «binómio de Newton» nem o «Teorema 
das Sucessões enquadradas», resultados que se encontram previstos para o 12.º ano 
de escolaridade. 




                                                   
21 Esta sugestão foi dada na Ação de Formação promovida pela DGE e também aparece no 
Caderno de Apoio, pág. 27, 28. 
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Comentário: 
A introdução explícita do princípio de indução matemática no domínio das sucessões 
no 11.º ano parece ser o mais natural e ajustado no desenvolvimento do ensino das 
sucessões. 
A utilização do princípio de indução matemática para efetuar demonstrações deve ser 
retomada no âmbito do 12.º ano a propósito de algumas propriedades referidas no 
domínio do Cálculo Combinatório. 
A indução matemática é um pré-requisito importante para o prosseguimento de 
estudos em muitos cursos do Ensino Superior.  
 
O estudo e cálculo de limites com o rigor que se deve exigir talvez seja “mais bem 
recebido” pelos alunos se for precedido ou intercalado com as atividades/assuntos 
“mais leves” que já foram referidos. 
Outras sugestões: 
Sucessão de Fibonacci 
Sucessões de números poligonais associadas ás representações dos modelos 
geométricos: 
Números triangulares: 1,3, 6, 10, 15, … definida por {
𝑡1 = 1
𝑡𝑛 = 𝑡𝑛−1 + 𝑛, 𝑛 ≥ 2
 
Números quadrados: 1, 4, 9, 16, 25, … definida por {
𝑞1 = 1
𝑞𝑛 = 𝑞𝑛−1 + 2𝑛 − 1, 𝑛 ≥ 2
   
ou  
𝑞𝑛 = 𝑛
2 , ∀𝑛 ∈ ℕ 
Números pentagonais: 1, 5, 12, 22, 35, … definida por 
{
𝑝1 = 1
𝑝𝑛 = 𝑝𝑛−1 + 3𝑛 − 2, 𝑛 ≥ 2




, ∀𝑛 ∈ ℕ 
Números hexagonais: 1, 6, 15, 28, 45, … definida por 
{
ℎ1 = 1
ℎ𝑛 = ℎ𝑛−1 + 4𝑛 − 3, 𝑛 ≥ 2
  ou 
ℎ𝑛 = 𝑛(2𝑛 − 1), ∀𝑛 ∈ ℕ
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No domínio Funções Reais de Variável Real, do 11.º ano, utilizam-se os conceitos 
introduzidos no domínio Sucessões, para, pelo processo atribuído a Heine, ficar definida a 
noção de limite de uma função, num dado ponto ou em mais ou menos infinito. (…) 
Apresenta-se em seguida a noção de continuidade e, como uma aplicação da noção de 
limite de uma função, o estudo das assíntotas, em particular no caso do gráfico de uma função 
racional.  
A noção de derivada é igualmente introduzida neste domínio, fazendo-se uma 
interpretação geométrica da derivada de uma função num dado ponto e estabelecendo-se 
fórmulas para a soma, diferença, produto, quociente e composta de funções diferenciáveis e 
calculando-se, diretamente a partir da definição, a derivada de algumas funções elementares. A 
ligação entre o sinal da derivada e a monotonia de uma dada função é aqui estabelecida 
invocando-se o Teorema de Lagrange para uma das implicações, embora apenas se exija uma 
interpretação geométrica desse resultado. Em contrapartida, pretende-se que o aluno saiba 
justificar a propriedade segundo a qual se uma função atinge um extremo num dado ponto em 
que é diferenciável, então a derivada anula-se nesse mesmo ponto, desde que pertença a um 
intervalo aberto contido no domínio da função. É também proposta especificamente a aplicação 
da noção de derivada à cinemática do ponto. 




3.4. Funções Reais de Variável Real (FRVR 11)  56 aulas 
 Limites segundo Heine de funções reais de variável real 
 Continuidade de funções 
 Assíntotas ao gráfico de uma função 
 Derivadas de funções reais de variável real e aplicações 
 
Este Programa de 2014 continua a optar pela definição de Heine, tal como o 
Programa de 2001 (o estudo da definição de Cauchy22 continua a não ser abordado 
no ensino secundário). 
                                                   
22 Segundo Cauchy, diz-se que uma função  real de variável real 𝑓  tem limite 𝑙 num ponto 𝑎 aderente ao 
respetivo domínio 𝐷𝑓 se ∀𝛿 > 0 ∃ > 0: ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, |𝑥 − 𝑎| < ⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝛿 
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Antes 
No 11.º ano, o conceito de limite era abordado de forma intuitiva a propósito do estudo 
das assíntotas das funções racionais.        
(Programa do 11.º ano de Matemática A de 2001) 
Só no 12.º ano é que era dada a definição de limite. 
 
(Programa do 12.º ano de Matemática A de 2001) 
 
No Programa de 2001 era dada a definição de limite de uma função num ponto 
(segundo Heine) do seguinte modo: 
 
Dada uma função 𝑓 real de variável real e 𝒂 um ponto de acumulação do 
domínio de 𝒇, diz-se que lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑏  se e só se a toda a sucessão (𝑥𝑛) de 
valores do domínio de 𝑓 convergente para 𝑎 por valores diferentes de 𝑎, 




𝑓(𝑥) = 𝑏 ⟺ ∀(𝑥𝑛) ∈ 𝐷𝑓 ∖ {𝑎},  𝑥𝑛 → 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑏 
 
O limite de 𝑓(𝑥) não dependia do valor de 𝑓(𝑎). 
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Agora 
Opta-se pela versão que consiste em considerar sucessões que podem tomar o 
valor de 𝒂. A definição de limite de uma função num ponto (segundo Heine) é: 
Dada uma função 𝑓 real de variável real e 𝒂 um ponto aderente ao domínio 
de 𝒇, diz-se que lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑏  se e só se a toda a sucessão (𝑥𝑛) de valores do 
domínio de 𝑓 convergente para 𝑎, corresponde uma sucessão de imagens 
(𝑓(𝑥𝑛)) convergente para 𝑏. 
lim
𝑥→𝑎



















FVRV11 – 1. Definir limite de uma função num ponto e estudar as respetivas 
propriedades fundamentais 
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No Programa de 2001, lim
𝑥→0
𝑓(𝑥) = 0  





Neste caso,  lim
𝑥→0
𝑓(𝑥) = 0 tal como se considerava no Programa Antigo. 
 
Segundo os autores, as principais razões indicadas para esta mudança são: 
 a noção de ponto aderente é mais fácil para os alunos entenderem que a 
noção de ponto de acumulação; 
 os limites laterais passam a poder ser encarados como limites da restrição da 
função inicial a determinado conjunto; 
 é esta a definição mais utilizada no Ensino Superior na introdução da Análise 
Matemática; 
 a definição de continuidade de uma função num ponto também fica simplificada 





É claro que toda a função 𝑓 é contínua em todo o ponto isolado do seu domínio. 
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A definição dada no Programa de 2001 obrigava a ter cuidados suplementares para 
que se evitassem erros no enunciado de determinadas propriedades. Segue-se um 
exemplo apresentado na ação de formação sobre Metas Curriculares de Matemática 





A definição apresentada no Programa de 2014, no entanto, também apresenta 




(Ação de Formação sobre Metas Curriculares de Matemática A) 
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Neste programa está contemplado o cálculo de limites que implicam o levantamento 
de indeterminações e a “mudança de variável” que, no anterior Programa, só 
apareciam no 12.º ano. 
 
É importante realçar aos alunos que, na definição de derivada, o limite é, por natureza, 
sempre “por valores diferentes”. O ponto em que se calcula o limite não pertence 
nunca ao domínio da função, já que se trata do limite de uma razão incremental que, 
por definição, é uma função cujo domínio não pode conter o ponto em que se pretende 
calcular o referido limite. 
 
Nas aplicações das derivadas ao estudo de funções reais de variável real, os alunos 
devem, agora, ficar a conhecer o Teorema de Lagrange (este Teorema não aparecia 
no Programa de 2001). A demonstração não é requerida, mas devem sabê-lo 





O exemplo seguinte (do Caderno de Apoio, pág. 37) ilustra o que se pretende: 
 
Comentário: 
Este é o domínio do Programa no qual surge uma mudança para a qual é preciso “ter 
olho clínico”. Esta alteração na definição de limite de uma função num ponto provoca 
uma alteração na resolução de exercícios, neste e no anterior Programa, com o 
mesmo enunciado. É conveniente alertar os alunos para esta alteração e avisá-los dos 
cuidados a ter ao consultarem resoluções de Testes ou Exames antigos.  
 
Alguns dos exercícios propostos no cálculo de limites também aparentam uma 
complexidade maior, se compararmos com os que habitualmente apareciam. 
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No domínio Estatística, estudam-se as retas de mínimos quadrados associadas a uma 
sequência de pontos do plano. As coordenadas destes pontos podem em particular representar os 
valores de uma amostra bivariada, o que permite a aplicação deste conceito ao estudo da 
correlação de duas variáveis estatísticas definidas numa mesma população.  
(Programa de Matemática A, pág.16) 
 
3.5. Estatística (EST 11)   ̶  8 aulas 
 Reta de mínimos quadrados, amostras bivariadas e coeficiente de correlação 
 
Antes, no final do 10.º ano em Estatística, estava previsto: 
 
 
(Programa do 10.º ano de Matemática A de 2001, pág.31) 
 
 
Considerava-se que a reta de regressão era a reta que melhor se adaptava aos pontos 
do diagrama de dispersão. Era caraterizada por passar pelo centro de gravidade da 
nuvem de pontos e por ter o sinal do declive igual ao sinal do coeficiente de correlação. 
Determinava-se sempre com a calculadora gráfica. 
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Agora 
 Define-se desvio vertical, 𝑒, de um ponto 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) (que se pretende que seja da 
nuvem de pontos) em relação a uma reta 𝑡: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 como sendo a distância 
afetada de um sinal, do ponto 𝑃 (do diagrama de dispersão) ao ponto 𝑇, da reta 𝑡 que 
tem a mesma abcissa que 𝑃. O sinal é 
positivo quando 𝑃 está acima da reta e é 







 Prova-se que se a soma dos desvios verticais for zero , a reta passa pelo ponto (?̅?, ?̅?) 
e vice-versa 
 Considera-se 𝑓(𝑎, 𝑏) = ∑ 𝑒𝑖
2𝑛
𝑖=1
=∑ (𝑦𝑖 − 𝑎𝑥𝑖 − 𝑏)
2𝑛
𝑖=1
 . Para encontrar o mínimo de 
𝑓, dado que o estudo de extremos de funções de duas variáveis não faz parte do 
programa do ensino secundário, opta-se por restringir a pesquisa ao conjunto das 
retas com ordenada na origem da forma 𝒃 =  ?̅? − 𝒂?̅?,   a que corresponde uma soma 
dos desvios verticais igual a zero. A função acima passa a depender apenas de 






 A reta de mínimos quadrados é aquela para a qual é mínima a soma dos quadrados 
dos desvios verticais. 
 Determina-se, em casos concretos de amostras de dados bivariados, depois de 
indicar qual é a «variável explicativa» (variável independente), qual é a «variável 
resposta» (variável dependente) e se é adequada a interpretação da relação entre as 
duas variáveis através do ajustamento da reta dos mínimos quadrados. Esta 
interpretação decorre de uma análise visual e intuitiva. 
 Por fim define-se «coeficiente de correlação linear»: 
𝒓 =
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Como o declive da reta de mínimos quadrados é dado por: 
𝑎 =










O coeficiente de correlação tem, pois, sinal idêntico ao do declive da reta de mínimos 
quadrados e refere-se que a associação linear entre as variáveis é tanto mais forte 
quanto mais próximo de 1 estiver |𝑟|. 
 
Atividades práticas sugeridas na ação sobre Metas Curriculares (Caderno de Apoio 






1.3. 𝑓′(𝑎) = 16𝑎 − 4 
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𝑟1 = −0.25 
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Comentário: 
Para além destes exercícios nos quais se pretende que os alunos se apropriem dos 
conceitos e apliquem as fórmulas, devem continuar a resolver-se, paralelamente, os 
exercícios “tradicionais” em que se usa a calculadora gráfica ou uma folha de cálculo.
 
(Caderno de Apoio, pág.40) 
 
 
Também é importante que os alunos se apercebam que, se tiverem um número 
elevado de registos, podem fazer estimativas (ou previsões) a partir da determinação 
da reta de mínimos quadrados (reta de regressão) e que isso se faz, na realidade, em 
diversas áreas do conhecimento. Quantos mais pontos tiverem no diagrama de 
dispersão, mais correta será a interpretação e melhor será a “inferência estatística” o 
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O Cálculo Combinatório é a área da Matemática dedicada à realização eficiente de 
contagens. Começa-se por estabelecer algumas propriedades das operações sobre conjuntos e, 
em seguida, estudam-se progressivamente arranjos, com ou sem repetição, permutações e 
combinações, o que permite, em situações muito distintas, efetuar contagens de forma 
expedita. É igualmente introduzido o binómio de Newton e o triângulo de Pascal, deduzindo-se 
algumas propriedades dos coeficientes binomiais.  
(Programa e Metas Curriculares de Matemática A, pág.21) 
 
4.1. Cálculo Combinatório (CC 12)  18 aulas 
 Propriedades das operações sobre conjuntos 
 Introdução ao cálculo combinatório 
 Triângulo de Pascal e Binómio de Newton 
Antes 
A abordagem das propriedades das operações sobre 
conjuntos era sempre feita, a nível elementar, 
através de diagramas de Venn. 
Agora 
Pretende-se que os alunos, além de reconhecerem as propriedades dos conjuntos 
através dos diagramas de Venn, consigam fazer a passagem da linguagem de 
conjuntos para a linguagem das condições e vice-versa. Sugerem-se algumas 
demonstrações mais formais e que, nesta altura, se retome e reveja o domínio da 
Lógica lecionado no início do 10º ano. 
Por exemplo, para definir quando é que, dados dois conjuntos 𝐴 e 𝐵, se tem 𝐴 ⊂ 𝐵, 
pode pedir-se que o aluno
 
(Ex. do Caderno de Apoio do 12.º ano, pág. 2) 
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As propriedades das operações sobre conjuntos que devem ser trabalhadas são: 
comutativa, associativa, de existência de elemento neutro e elemento absorvente, 
idempotência da união e da interseção e as propriedades distributivas da união em 
relação à interseção e da interseção em relação à união. 
Provam-se as «Leis de De Morgan para conjuntos» e a distributividade do produto 
cartesiano de conjuntos relativamente à união.  
É importante assinalar que o processo geral para contar o número de elementos de 
um conjunto, consiste em estabelecer uma correspondência biunívoca entre o 
conjunto que se pretende contar e um conjunto cujo cardinal é conhecido, mas que 
isto é, apenas, a formalização dos processos elementares de contagem. 
À semelhança do que se passava no Antigo Programa, devem ficar a ser conhecidas 
noções elementares da análise combinatória: cardinal de um conjunto, conjuntos 
equipotentes, cardinal da união de conjuntos disjuntos, cardinal do produto cartesiano 
de conjuntos finitos, arranjos com repetição, número de subconjuntos de um conjunto 
finito, permutações, fatorial de um número inteiro não negativo, arranjos sem repetição 
e combinações. 
Os alunos devem reconhecer que: 
 𝐴′𝑝 = 𝑛
𝑝𝑛  (arranjos completos, ou com repetição, de 𝑛 𝑝 a 𝑝) é o número de 
sequências de 𝑝 elementos (em que podem aparecer elementos repetidos) que 
se podem constituir com os objetos de um conjunto com cardinal 𝑛, (𝑛, 𝑝 ∈
ℕ, 𝑛 ≥ 𝑝). Também corresponde ao número de maneiras diferentes de efetuar 
𝑝 tiragens sucessivas de um objeto de um conjunto constituído por 𝑛 
elementos, repondo o objeto no conjunto após cada tiragem. A ordem da 
tiragem (posição do objeto na sequência) é importante. 
 
 
(Ex. do Caderno de Apoio do 12.º ano, pág. 6) 
 
 ⋕ 𝒫(𝐸) = 2⋕𝐸  em que 𝒫(𝐸) é o conjunto formado por todos os subconjuntos de 
𝐸. 
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(Ex. do Caderno de Apoio do 12.º ano, pág. 6) 
 
 𝑃𝑛 = 𝑛! = 𝑛 × (𝑛 − 1) × (𝑛 − 2) × …× 2 × 1 (permutações de 𝑛 elementos) é o 
número de formas de ordenar um conjunto com 𝑛 elementos.(𝑛 > 1; 0! = 1; 1! =
1) 
 
Ex: Sete amigos (4 rapazes e 3 raparigas) vão ao cinema, ficando sentados na 
mesma fila, em lugares consecutivos. De quantas maneiras se podem sentar 
de modo que não fiquem dois rapazes juntos nem duas raparigas juntas? 





𝑛  (arranjos simples, ou sem repetição, de 𝑛 𝑝 a 𝑝) é o número de 
“amostras” ordenadas (sequências) de 𝑝 elementos diferentes que se podem 
constituir com uma “população” de 𝑛 elementos (conjunto com cardinal 
𝑛;  𝑛, 𝑝 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑝). Corresponde ao número de maneiras diferentes de efetuar 𝑝 
extrações sucessivas de um objeto de um conjunto constituído por 𝑛 
elementos, sem repor o objeto retirado no conjunto aonde se fazem as 
extrações.  
 





𝑛  (combinações de 𝑛 elementos 𝑝 a 𝑝;   𝑛, 𝑝 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑝) é o 
número de subconjuntos de 𝑝 elementos de um conjunto com cardinal 𝑛. 
Também corresponde ao número de maneiras diferentes de escolher 𝑝 objetos 
de entre um conjunto constituído por 𝑛 objetos. Nesta contagem, a ordem da 
escolha não é considerada. 
 
(Ex. do Caderno de Apoio do 12.º ano, pág. 12) 
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Muitos dos problemas propostos podem e devem resultar da análise de jogos 
conhecidos. 
 
(Ex. do Caderno de Apoio do 12.º ano, pág. 10) 
 
Outro exemplo: Quantas peças têm um jogo de dominó tradicional? 
Cada peça tem dois números que podem variar de zero a seis. As que têm números 
diferentes são 𝐶2 = 21
7  e as peças que têm números iguais (“doubles”) são 7. Assim, 
um jogo tradicional de dominó tem 28 peças (=21+7). 
 
Aqui é conveniente mostrar, por outro processo, como se pode determinar número de 
diagonais de um polígono com n lados ( 𝐶2 − 𝑛
𝑛 ) ou o número de apertos de mão que 
são dados quando 𝑛 pessoas se encontram e se cumprimentam todas entre si ( 𝐶2
𝑛 ), 
casos que já devem ter sido “contados” e demonstrados (a propósito do estudo das 
sucessões no 11.º ano) e que devem ser retomados. 
O Triângulo de Pascal e Binómio de Newton são tratados neste novo Programa de 
forma análoga à que era feita no antigo Programa. 
 
(Ex. do Caderno de Apoio do 12.º ano, pág. 15) 
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Neste domínio, o que deve ser lecionado sobre cálculo combinatório, Triângulo de 
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Após uma primeira abordagem mais restritiva elaborada no 9.º ano, pretende-se 
agora, no domínio Probabilidades, estudar de um modo mais geral a noção de probabilidade, 
começando por se introduzir a noção de função de probabilidade definida no conjunto das 
partes de um conjunto finito, da qual a lei dita de Laplace – estudada no Ensino Básico – é um 
caso particular, relacionado com situações de equiprobabilidade. É igualmente abordada a 
noção de probabilidade condicionada e de independência de acontecimentos, apresentando-se 
em particular o Teorema da probabilidade total. 
(Programa e Metas Curriculares de Matemática A, pág.21) 
 
4.2. Probabilidades (PRB 12)  20 aulas 
 Espaços de probabilidade 
 Probabilidade condicionada 
Antes 
O desenvolvimento deste tema passava por dar: 
 experiência aleatória; conjunto de resultados; 
acontecimentos. Operações sobre acontecimentos. 
Aproximações conceptuais para Probabilidade: 
aproximação frequencista de probabilidade; definição 
clássica de probabilidade ou de Laplace; definição 
axiomática de probabilidade (caso finito); 
propriedades da probabilidade. 
Probabilidade condicionada e independência; 
probabilidade da interseção de acontecimentos. 
Acontecimentos independentes. 
Distribuição de frequências relativas e distribuição de 
probabilidades. Modelo Binomial e Modelo Normal. 
Agora 
A Introdução ao cálculo das probabilidades está concentrada no 9º ano (o que não 
acontecia). Faz parte do último domínio do 9º ano, Organização e Tratamento de 
Dados (OTD9-3).  
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Desaparece a definição frequencista de probabilidade e a definição de axiomática de 
probabilidade. 
Neste tema, no Programa de 2001 tinham de ser definidas as operações sobre 
conjuntos o que agora já não é necessário uma vez que a Teoria dos Conjuntos é um 
dos domínios do 10.º ano. 
Os modelos de distribuição de probabilidades, o modelo Binomial e o modelo Normal 
(ou de Gauss) também não são aqui lecionados. 
 
Define-se «espaço de probabilidade» como sendo o terno (𝐸, 𝒫(𝐸), 𝑃) em que o 
conjunto finito 𝐸 é o «espaço amostral» ou «universo de resultados», 𝒫(𝐸) chama-se 
o «espaço dos acontecimentos» e é o conjunto das partes de 𝐸 e 𝑃 é uma função de 
domínio 𝒫(𝐸), de valores não negativos tal que 𝑃(𝐸) = 1 e, para 𝐴, 𝐵 ∈  𝒫(𝐸) 
disjuntos, 𝑃(𝐴⋃𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵), que se designa «probabilidade do  acontecimento». 
Outra designação nova que aparece é a «monotonia da probabilidade», descritor 1.7 – 
PRB 12: 
 




Embora não explicitem indicações metodológicas, parece ser aqui indicado o recurso a 
tabelas e diagramas de árvore para determinar as probabilidades de alguns 
acontecimentos, retomando o 9º ano.  
OTD9-3.10- 
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Por exemplo, a resolução do exercício do Caderno de Apoio - PRB12 
 
pode ser abordada de modos diferentes. 
1) Utilizando uma tabela de dupla entrada 
 𝐷 ?̅?  
𝐴 0,015 × 0,5 0,985 × 0,5 0,5 
𝐵 0,02 × 0,25 0,98 × 0,25 0,25 
𝐶 0,03 × 0,25 0,97 × 0,25 0,25 
 0,02 0,98 1 
 
11.1 – A probabilidade de, nessa fábrica, ser produzida uma peça defeituosa é 0,02. 









2) Utilizando um diagrama de árvore 
    𝐷 𝑃(𝐴 ∩ 𝐷) = 0,5 × 0,015 
 𝐴 𝑃(𝐴) = 0,5    
    ?̅? 𝑃(𝐴 ∩ ?̅?) = 0,5 × 0,985 
    𝐷 𝑃(𝐵 ∩ 𝐷) = 0,25 × 0,02 
Peças 𝐵 𝑃(𝐵) = 0,25    
    ?̅? 𝑃(𝐵 ∩ ?̅?) = 0,25 × 0,98 
    𝐷 𝑃(𝐶 ∩ 𝐷) = 0,25 × 0,03 
 𝐶 𝑃(𝐶) = 0,25    
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11.1 – A probabilidade de, nessa fábrica, ser produzida uma peça defeituosa é 0,02, 
 pois 𝑃(𝐷) = 0,5 × 0,015 + 0,25 × 0,02 + 0,25 × 0,03 = 0,02 . 







0,5 × 0,015 + 0,25 × 0,02 + 0,25 × 0,03
= 0,375 
 
3) Utilizando o Teorema da probabilidade total 
11.1 – A probabilidade de, nessa fábrica, ser produzida uma peça defeituosa é 0,02, 
pois 
𝑃(𝐷) = 𝑃(𝐷|𝐴) × 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐷|𝐵) × 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐷|𝐶) × 𝑃(𝐶) = 
= 0,5 × 0,015 + 0,25 × 0,02 + 0,25 × 0,03 = 0,02 











Pode retomar-se a Geometria, 
 
(Ex. do Caderno de Apoio do 12ºano, pág. 19) 
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Este último exemplo não é fácil para muitos dos alunos. Problemas deste tipo devem 
ser trabalhados e é preciso rever algumas definições (três pontos não colineares 
definem um plano, por dois pontos passa uma única reta, lados, diagonais,…). 
Antes, era definida uma axiomática das probabilidades a partir da qual se 
estabeleciam as propriedades das probabilidades. Como neste Programa não é 
estabelecida uma axiomática para as probabilidades, torna-se necessário provar a 
«monotonia da probabilidade» por ser um teorema novo para os alunos. 
Desaparece do ensino obrigatório a referência à curva de Gauss. Dado que esta curva 
é muito usada em artigos de diversas áreas do conhecimento, o professor pode, no 
10.º ano, quando tratar as propriedades da variância e desvio-padrão e falar nas 
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No domínio Funções Reais de Variável Real, completa-se o estudo dos limites de 
sucessões e de funções. Continua-se ainda o estudo das funções contínuas e das funções 
diferenciáveis, enunciando-se, em particular, o Teorema de Weierstrass e o Teorema dos 
valores intermédios (ou de Bolzano-Cauchy). Relaciona-se também o sinal da derivada de 
segunda ordem de uma função com o sentido da concavidade do respetivo gráfico, 
aproveitando-se para, no contexto da cinemática do ponto, interpretar a derivada de segunda 
ordem das funções posição como uma aceleração. Aborda-se a questão da utilização das 
calculadoras gráficas, em particular para a obtenção de valores aproximados de soluções de 
equações envolvendo funções reais de variável real, aproveitando-se os conhecimentos 
adquiridos acerca do estudo analítico de funções para justificar a validade de determinados 
procedimentos e analisar criticamente os diversos usos que podem ser feitos deste tipo de 
tecnologias neste contexto. 
(Programa e Metas Curriculares de Matemática A, pág.21) 
 
4.3. Funções Reais de Variável Real (FRVR 12)  34 aulas 
 Limites e Continuidade 
 Derivada de segunda ordem, extremos, sentido das concavidades e pontos de 
inflexão 
 Aplicação do cálculo diferencial à resolução de problemas 
 
Este domínio inicia-se retomando o tema das sucessões lecionado no 11ºano. 
Provam-se os Teoremas de comparação para sucessões, o Teorema das sucessões 
enquadradas (que, no Programa anterior aparecia no tema das sucessões, no 11ºano) 
e o Teorema das funções enquadradas: 
 Se, a partir de certa ordem, para duas sucessões convergentes (𝑢𝑛) e (𝑣𝑛), se tem 
𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛, então  
𝑙𝑖𝑚  𝑢𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚  𝑣𝑛 
 Se, a partir de certa ordem, se tem 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 e 𝑙𝑖𝑚  𝑢𝑛 = +∞  então  𝑙𝑖𝑚  𝑣𝑛 = +∞ 
 Se, a partir de certa ordem, se tem 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 e 𝑙𝑖𝑚  𝑣𝑛 = −∞  então  𝑙𝑖𝑚  𝑢𝑛 = −∞ 
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 Se, para duas sucessões convergentes (𝑢𝑛) e (𝑣𝑛), se tem 𝑙𝑖𝑚  𝑢𝑛 = 𝑙𝑖𝑚  𝑣𝑛 = 𝑙 e, 
a partir de certa ordem, 𝑢𝑛 ≤ 𝑤𝑛 ≤ 𝑣𝑛, então (𝑤𝑛) é convergente e 𝑙𝑖𝑚  𝑤𝑛 = 𝑙 
e também 
 Dadas duas funções reais de variável real, 𝑓 e 𝑔 de domínio 𝐷 e 𝑎 um ponto 
aderente a 𝐷, se ∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) e lim
𝑥→𝑎
 𝑔(𝑥) = +∞, então lim
𝑥→𝑎
 𝑓(𝑥) = +∞, 
se ∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) e lim
𝑥→𝑎
 𝑓(𝑥) = −∞ , então lim
𝑥→𝑎
 𝑔(𝑥) = −∞, 
se lim
𝑥→𝑎
 𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎
 𝑔(𝑥) = 𝑙 e se  ∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) , então lim
𝑥→𝑎
 ℎ(𝑥) = 𝑙 
 
Depois, os alunos devem ficar a conhecer e saber aplicar (e, tal como sucedia no 
Programa de 2001, a demonstração também não é requerida por necessitar de noções 
de matemática superior), 
o Teorema de Bolzano-Cauchy ou Teorema dos Valores intermédios: uma função 
contínua num intervalo fechado de ℝ não passa de um valor a outro sem tomar todos 
os valores intermédios; 
e  
o Teorema de Weierstrass: uma função contínua num intervalo fechado de ℝ admite, 
nesse intervalo, um máximo e um mínimo absolutos. 
Define-se derivada de segunda ordem e relaciona-se o sinal desta com o sentido da 
concavidade do gráfico da função. Nesta altura, os alunos devem ser capazes de fazer 
o estudo completo e de esboçar os gráficos, utilizando métodos exclusivamente 
analíticos, de algumas das funções já estudadas como é exemplo o exercício proposto 
no Caderno de Apoio (pág.27): 
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Pretende-se que os alunos esbocem o gráfico começando por determinar o respetivo 
domínio e, sempre que possível, os zeros, os intervalos de monotonia, os extremos 
locais e absolutos, o sentido das concavidades, os pontos de inflexão e as assíntotas 
ao respetivo gráfico. 
Tal como no Programa anterior, está prevista a resolução de problemas de otimização 
envolvendo funções diferenciáveis. 
Recomenda-se ainda, neste Programa de forma explícita (descritor FRVR12-5.4), a 
resolução de problemas que envolvem a interpretação cinemática das derivadas de 
certas funções: funções posição, velocidades médias e velocidades instantâneas, 




Define-se, no descritor FRVR12-4.9 (quando todas as quantidades mencionadas 
existirem): 
 a «aceleração média de 𝑃 no intervalo na unidade [𝑡1, 𝑡2] na unidade 
𝐿
𝑇2
» como a 
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 a «aceleração instantânea de P no instante t na unidade 
L
T2










Sugestão de resolução: 
  
4.1 Sendo 𝑝 a função posição da partícula. 
𝑝′ (𝑡1 ) = 1000 𝑚/𝑠          𝑡2 =  𝑡1 +   0,001 
𝑝′(𝑡1 +   0,001) = 5000 𝑚/𝑠 
A aceleração média da partícula no intervalo de tempo [𝑡1 ,    𝑡1 + 0,001] é dada por    
        
𝑝′(𝑡1+0,001)−𝑝′(𝑡1)
𝑡1+0,001−𝑡1
=   
4000
0,001
= 4000000  𝑚/𝑠2                                              










= 3000 𝑚𝑠−1 
 𝑠 = 𝑣𝑚 × Δ𝑡 = 3000 × 0,001 = 3 𝑚 
 Ou, pela equação do movimento, 
 Δ𝑥 = Δ𝑡 × 𝑣0 +
1
2
× 𝑎 × Δ𝑡2 = 0,001 × 1000 +
1
2
× 4 × 106 × 0,0012 = 1 + 2 ×
106 × 10−6 = 
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Neste domínio está ainda prevista a utilização da calculadora gráfica para determinar 
valores aproximados de equações na resolução de problemas em que é possível 
justificar a existência das referidas soluções, utilizando propriedades conhecidas das 
funções contínuas, como o Teorema dos Valores Intermédios ou outras propriedades 
analíticas já estabelecidas. 
 
 
Exemplos da página 30 do Caderno de Apoio: 
 
 
Sugestão de resolução: 
 
2.1  ∀𝑥 ∈ ℝ,−1 ≤ 𝑠𝑒𝑛𝑥 ≤ 1 ⟺ 1− 2 ≤ 1 + 2𝑠𝑒𝑛𝑥 ≤ 1 + 2 ⟺ −1 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 3 ⟺
 𝐶𝐷𝑓 = [−1,3] 
 







  Como  −1 ≤ 𝑠𝑒𝑛𝑥 ≤ 1 ⟺ −1 ≤
𝑥−1
4
≤ 1⟺ −4 ≤ 𝑥 − 1 ≤ 4 ⟺ −3 ≤ 𝑥 ≤ 5 
  ou seja, a abcissa do ponto de interseção irá pertencer ao intervalo [−3,5] 
 
2.3  ℎ(𝑥) =  𝑠𝑒𝑛𝑥 −
𝑥−1
4
    , h é uma função contínua porque é a diferença de duas 
funções contínuas em ℝ 
 ℎ(−3) = 𝑠𝑒𝑛(−3) + 1 > 0 
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𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛𝑥 − 𝑥 − 1 é uma função contínua em [−𝜋, 0] 
𝑓(−𝜋) = 𝑠𝑒𝑛(−𝜋) + 𝜋 − 1 = 𝜋 − 1 > 0 
𝑓(0) = 𝑠𝑒𝑛(0) − 0 − 1 = −1 < 0 
Então, pelo Teorema dos Valores Intermédios, 𝑓 tem um zero no intervalo [−𝜋, 0]. 
Vamos determinar um valor aproximado dessa raiz com o auxílio da calculadora 
gráfica: 
 
Um valor aproximado da raiz é −1,9. 
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Neste domínio é imprescindível o uso da calculadora gráfica, mas o professor deve 
alertar os alunos para as limitações do uso deste tipo de recursos tecnológicos e 
realçar em todas as aplicações que, quer as representações gráficas, quer os valores 
encontrados, devem ser relacionados com o conhecimento teórico que permita 
justificar os resultados observados.  
Há, no entanto a referir que, embora este Novo Programa a “coloque de lado” durante 
a maior parte do percurso do ensino e recomende o seu uso de modo muito criterioso, 
os alunos devem ir aprendendo a manejar a calculadora gráfica desde o início do 
ensino secundário. Só assim será possível atingir os objetivos agora determinados. 
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O domínio Trigonometria e Funções Trigonométricas, no 12.º ano, é dedicado ao 
cálculo das derivadas das funções seno e cosseno, após o estabelecimento de algumas 
fórmulas trigonométricas. É a oportunidade ideal para se introduzir o estudo dos osciladores 
harmónicos, analisando-se uma equação diferencial característica que rege o respetivo 
comportamento e verificando-se que, em particular, uma tal equação pode ser deduzida da Lei 
de Hooke, desde que se admita a Relação Fundamental da Dinâmica, o que permite evidenciar 
o caráter de oscilador harmónico de uma mola não submetida a atrito. 
(Programa e Metas Curriculares de Matemática A, pág.21) 
 
4.4. Trigonometria e Funções Trigonométricas (TRI 12)  26 aulas 
 Diferenciação de funções trigonométricas 
 Aplicação aos osciladores harmónicos 
 
Este domínio deve iniciar-se com uma breve revisão das razões trigonométricas. Em 
seguida estabelecem-se as fórmulas trigonométricas da soma, da diferença e da 
duplicação de ângulos. Os conteúdos abordados devem ser enquadrados na História 
da Matemática. 
Pretende-se que a dedução das fórmulas do seno e do cosseno da soma de dois 
ângulos seja feita recorrendo à geometria sintética23, apresentando pelo menos um 
exemplo. 
O triângulo [𝐴𝐵𝐶] é retângulo em 𝐵; 
 𝐴𝐶̅̅̅̅ = 1 
𝐷  é a projeção ortogonal de C  sobre a 
semirreta que é comum aos dois ângulos 𝛼 e 
𝛽;  
𝐸  é a projeção ortogonal de D  sobre a reta 
suporte do lado [𝐴𝐵]; 
𝐺  é a projeção ortogonal de D  sobre o lado 
[𝐴𝐵]; 
                                                   
23 Na geometria sintética, também chamada de Euclides ou geometria pura, não se aplica o uso de 
coordenadas. 
1 
Capítulo 4 – 12.º ano - Matemática A 
Trigonometria e Funções Trigonométricas (TRI 12) 
 
 Página 110 de 171   Ilca Nobre da Cruz 
Os triângulos [𝐴𝐸𝐷] e [𝐶𝐺𝐷] são semelhantes e  portanto 






𝑠𝑒𝑛(𝛼 + 𝛽) = 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 𝑠𝑒𝑛𝛼 = 𝑠𝑒𝑛𝛽 × 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑐𝑜𝑠𝛽 × 𝑠𝑒𝑛𝛼 
𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝛽) = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ − 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ − 𝐺𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 𝑠𝑒𝑛𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝑠𝑒𝑛𝛽𝑠𝑒𝑛𝛼 
 
Depois deve-se deduzir a fórmula relativa ao cosseno da diferença de dois ângulos, 
𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝛽), utilizando o conceito e as propriedades do produto interno de vetores. Esta 














Designando por 𝐵 a projeção ortogonal de 𝐴 no eixo 















𝐶𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐺̅̅̅̅ + 𝐺𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐺̅̅̅̅ + 𝐷𝐸̅̅ ̅̅  𝑐𝑜𝑠𝛽 = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  
𝑠𝑒𝑛𝛽 = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  
 
TRI12-2 – Calcular a derivada de funções trigonométricas (2.1 a 2.3) 
1. +Reconhecer que para todo o 𝑥 ∈ [0,
𝜋
2





1, referindo este limite como «limite notável». 
2. Provar que as funções seno e cosseno são diferenciáveis e que para todo o 𝑥 ∈ ℝ, 
sin′ 𝑥 = cos 𝑥 e cos′𝑥 = −sin 𝑥. 
3. Provar que a função tangente é diferenciável no respetivo domínio 𝐷tan e que para 
todo o 𝑥 ∈ 𝐷tan, tan
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Observando a figura, 











⟺ 𝑠𝑒𝑛𝑥 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡𝑔𝑥 











Aplicando o Teorema das funções enquadradas chega-se ao limite notável. 
 
Talvez seja agora ocasião para definir rigorosamente a medida do comprimento de 
uma circunferência, dando continuidade à abordagem feita na Trigonometria (referido 
em TRI 11, pág. 55), como sendo o supremo das medidas das linhas poligonais 
inscritas no arco da circunferência.  
Podemos, por exemplo, começar por determinar o perímetro de um pentágono regular 

















Pensando num polígono com 𝑛 lados: 
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Quando 𝑛 → +∞, 
























𝑃𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑐𝑜𝑚 𝑛 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 = 2𝜋𝑟 
 
Também neste domínio do 12º ano e conhecidas as propriedades diferenciais das 
funções trigonométricas aborda-se uma classe de problemas relacionados com estas 
funções, com o propósito de se analisarem algumas aplicações da Matemática e 
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(Metas Curriculares de Matemática A, pág.51,52) 
 
(Comentário no Caderno de Apoio, pág.37) 
 
Utilizou-se, no caso unidimensional, a Relação Fundamental da Dinâmica. Esta 
relação estabelece a proporcionalidade, em cada instante, entre a força a que se 
encontra submetido um ponto material e a respetiva aceleração, com constante de 
proporcionalidade igual à massa desse ponto.  
A Relação Fundamental da Dinâmica, em conjunção com a Lei de Hooke, permite 
evidenciar de forma simples um comportamento de oscilação harmónica. Esta lei diz 
essencialmente que uma mola, fixada numa extremidade, exerce sobre um ponto 
material 𝑃, de massa 𝑚 > 0, colocado na outra extremidade, uma força de 
intensidade proporcional à distância 𝑑(𝑃, 𝑃𝑒) e de sentido igual ao do vetor 𝑃𝑃𝑒⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 
onde 𝑃𝑒 é a posição de equilíbrio que o ponto 𝑃 ocupa quando a mola se encontra 
em equilíbrio. 
Designando por 𝑝(𝑡) e por 𝑝𝑒 as abcissas dos pontos 𝑃 e 𝑃𝑒 respetivamente, por 𝑥(𝑡) a 
diferença 𝑝(𝑡) − 𝑝𝑒  e por 𝑘 > 0 a constante de proporcionalidade entre a intensidade 
da força exercida pela mola e a distância 𝑑(𝑃, 𝑃𝑒), a intensidade algébrica da força 
exercida sobre 𝑃 no instante 𝑡 é dada por 𝑭(𝒕) = −𝒌𝒙(𝒕). Tem-se assim: 
𝑚𝑥′′(𝑡) = 𝑚(𝑝(𝑡) − 𝑝𝑒)
′′ = 𝑚𝑝′′(𝑡) = 𝐹(𝑡) = −𝑘𝑥(𝑡). 
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É imediato verificar que as funções da forma 𝑥(𝑡) = 𝑎 𝑐𝑜𝑠  (√𝛼𝑡 + 𝑏), onde 𝑎 e 𝑏 são 
constantes reais, são soluções desta equação diferencial. Prova-se também que 
todas as soluções são desta forma, pelo que esta classe de funções descreve 
completamente os possíveis movimentos de um ponto material nas condições acima 
descritas, ou seja, apresentou-se assim um modelo matemático, fundamentado em 
leis da Física, que descreve o movimento oscilatório do ponto 𝑃. 
(Notas da ação sobre Metas Curriculares de Matemática A) 
 
Exemplo de atividade prática (proposta na ação sobre Metas Curriculares de 














2.1    Distância mínima:       D(0)= D(2)=1   (𝜋𝑡 + 𝜋 = 𝜋 ∨ 𝜋𝑡 + 𝜋 = 3𝜋)               TRI11-7.6 
         Distância máxima:       D(1)= D(3)=5   (𝜋𝑡 + 𝜋 = 2𝜋 ∨ 𝜋𝑡 + 𝜋 = 4𝜋) 
Pelo modelo 𝒙(𝒕) = 𝑨𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕 + 𝝋) vem que: 
2.2    a amplitude é 2(=A),  













2.4    a fase é 𝜋    (𝜑) 
2.5     𝐷(𝑇) = 4 ⇔ 3+ 2cos(𝜋𝑡 + 𝜋) = 4 ⇔ 𝑡 =
4𝜋
3
+ 2𝑘𝜋 ∨ 𝑡 = −
2𝜋
3
+ 2𝑘𝜋,  𝑘 ∈ ℤ 
           Pelo que 𝑡 =
4
3
 ∨  𝑡 =
10
3
                                                                                         TRI11-8.2 
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Comentário:  
A resolução de problemas envolvendo derivadas de funções trigonométricas e 
osciladores harmónicos (Meta 4 de TRI 12) é um assunto que pode ser trabalhado em 
equipa, pelos docentes de Matemática A e de Física e Química A.  
A articulação com o Ensino Superior, ao nível de formações complementares de curta 
duração por exemplo, também me parece, neste âmbito, muito importante. 
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No domínio Funções Exponenciais e Funções Logarítmicas começa-se pelo estudo do 
cálculo de juros compostos, com o intuito de introduzir o número de Neper. Estudam-se em 
seguida, de forma sistemática, as propriedades da função 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 definida no conjunto dos 
números racionais (onde 𝑎 >  0), argumentando-se, com determinadas passagens ao limite, e 
admitindo alguns resultados intuitivos, mas de demonstração mais delicada, que esta função 
se pode estender ao conjunto dos números reais mantendo, no essencial, as mesmas 
propriedades algébricas. Propõe-se depois o cálculo da derivada da função exponencial, 




= 1 , que é admitido, embora se abordem algumas propriedades 
de aproximação sequencial da exponencial que podem ser utilizadas na respetiva justificação. 
As funções logarítmicas são introduzidas como funções inversas das funções exponenciais, 
tomadas como bijeções sobre os respetivos contradomínios, já que se demonstra tratar-se de 
funções injetivas. Esta abordagem permite estabelecer facilmente, a partir das propriedades 
conhecidas das funções exponenciais, as propriedades algébricas e analíticas das funções 
logarítmicas. Aborda-se ainda o cálculo de alguns limites que comparam o crescimento das 
funções polinomiais, exponenciais e logarítmicas e que os alunos devem conhecer.  
De forma análoga ao caso dos osciladores harmónicos, também o estudo de certas 
equações diferenciais lineares de primeira ordem permite justificar a utilização de funções 
exponenciais na modelação de inúmeros fenómenos, como a evolução de algumas populações, 
da temperatura de determinados sistemas ou o decaimento de uma substância radioativa. 
(Programa e Metas Curriculares de Matemática A, pág.22) 
 
4.5. Funções Exponenciais e Funções Logarítmicas (FEL 12)  40 aulas 
 Juros compostos e Número de Neper 
 Funções exponenciais 
 Funções logarítmicas 
 Limites notáveis envolvendo funções exponenciais e logarítmicas 
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A análise dos juros compostos já era feita no 11.º 
ano a propósito do estudo dos de sucessões. 






 de forma intuitiva e com a utilização da 




A análise do problema dos juros compostos é usada para motivar a determinação do 





  primeira definição do número de Neper. No 
entanto agora, dado o momento em que aparece no currículo, deve ser apresentada 
uma demonstração mais rigorosa (descritor FEL12-1.4). 
 















































      (I) 
 
 Relembrando a «desigualdade de Bernoullli», 
(1 − 𝑥)𝑛 ≥ 1 − 𝑛𝑥, ∀𝑥 ∈ [0,1] e 𝑛 ∈ ℕ 
que já pode ter sido demonstrada por indução no 11ºano (como é sugerido no 
Caderno de Apoio a propósito do descritor SUC11-3.3), mas que também pode 
ser justificada pensando que, 
(1 − 𝑥)0 + (1 − 𝑥) + (1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑥)3 +⋯+ (1 − 𝑥)𝑛−1 é a soma de 𝑛 termos 
de uma progressão geométrica de razão (1 − 𝑥), ou seja, 
= 1 ×
1 − (1 − 𝑥)𝑛
1 − (1 − 𝑥)
=
1 − (1 − 𝑥)𝑛
𝑥
≤ 1 + 1 + 1 + 1 +⋯+ 1 = 𝑛 ⟺  1 − (1 − 𝑥)𝑛
≤ 𝑛𝑥 ⟺ (1 − 𝑥)𝑛 ≥ 1− 𝑛𝑥 
 
Aplicando a (I) esta desigualdade, fazendo 𝑥 =
1
𝑛2
 , vem 
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𝑢𝑛 > 𝑢𝑛−1, ∀𝑛 ∈ ℕ 
e portanto a sucessão é estritamente crescente. 
 
 
 Provar que (𝑢𝑛) é majorada: 
Aplicando o binómio de Newton, tem-se 
























(𝑛 − 𝑝)! 𝑝! 𝑛𝑝
=
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)… (𝑛 − 𝑝 + 1)























) × (1 −
2
𝑛





















































e portanto a sucessão é majorada. 
 
Como a sucessão é estritamente crescente e majorada, é convergente e tem-
se 
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Podem obter-se melhores aproximações do valor do limite e sabe-se que é um 


















Em seguida estuda-se a função definida nos racionais por 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 , 𝑎 > 0, e faz-se a 
sua extensão (de forma intuitiva) aos números reais, de modo análogo ao que já era 
feito no anterior Programa. 








= 𝑒𝑥  






e a derivada da função exponencial. 
Definem-se depois as funções logarítmicas, estabelecem-se as respetivas 
propriedades e as regras de derivação, como era habitual. 
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Resolvem-se problemas envolvendo o estudo de funções definidas a partir de funções 
exponenciais e logarítmicas, as respetivas propriedades algébricas e limites notáveis. 
 
 
No final deste domínio aparece, como novidade no Ensino Secundário, a resolução 
de algumas equações diferenciais de primeira ordem. Resolvem-se problemas 
envolvendo a modelação de sistemas por equações da forma 𝑦′ = 𝑘𝑦, 𝑘 ∈ ℝ. 
 




 Decaimento radioativo (ou desintegração radioativa) 
Consideremos o problema que consiste em determinar a evolução ao longo do 
tempo da massa de determinada substância radioativa.  
 
                                                   
24 O texto que se segue resulta de notas ou documentos provenientes da Ação de Formação sobre Metas 
Curriculares de Matemática A, promovida pela DGE na Escola Secundária Padre António Vieira em 
novembro de 2014. 
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 Crescimento Populacional 
Pensemos na evolução de determinada população, por exemplo de seres humanos 
nacionais de determinado país. Designando por 𝑃(𝑡) o número de indivíduos 
existentes em dado instante 𝒕, pretendemos estudar a evolução da função 𝑃(𝑡), 
procurando fazer hipóteses tão realistas quanto possível acerca da população de 
modo a podermos supor que 𝑃(𝑡) é solução de determinada equação diferencial. 
Tal como para o caso da desintegração radioativa, também é claro agora que a 
população só aproximadamente se pode considerar como função diferenciável do 
tempo, ou mesmo contínua, uma vez que só pode tomar valores inteiros. 
 
Com a hipótese de diferenciabilidade, teremos em cada instante 𝑡, por passagem ao 
limite quando Δ𝑡 ⟶ 0: 
 
As soluções podem ser todas expressas na forma: 
𝑃(𝑡) = 𝑃0𝑒
(𝑁−𝑀)(𝑡−𝑡0), 
onde 𝑃0 é a população no instante 𝑡0. 
Muitas vezes designa-se 𝑁 −𝑀 por «taxa de crescimento médio por habitante».  
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25 Thomas Malthus (1766-1834) influenciou Darwin com os seus trabalhos relativos ao crescimento das 
populações. Malthus defendia que a população humana tende a crescer de forma geométrica, enquanto os 
recursos alimentares são produzidos segundo uma progressão aritmética. 
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 Lei de Newton do arrefecimento/aquecimento 
Esta lei estabelece que a taxa de variação instantânea da temperatura de um corpo é 
diretamente proporcional à diferença entre a temperatura ambiente e a temperatura 
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Apresentam-se seguidamente dois exemplos de atividades práticas sugeridas no 
Caderno de Apoio: 
 
Sugestão de resolução: 
𝑇′(𝑡) = 𝑘(𝑇𝑎 − 𝑇(𝑡)) ⟹   𝑇(𝑡) = 𝑐𝑒
−𝑘𝑡 + 𝑇𝑎  
 𝑇𝑎 = 25 ⟹ 𝑇(𝑡) = 𝑐𝑒
−𝑘𝑡 + 25, 
 100 = 𝑐𝑒−𝑘.0 + 25 ⟺ 𝑐 = 75   ⟹ 𝑇(𝑡) = 75𝑒−𝑘𝑡 + 25  





 ≈ 0,155  
 Logo:       𝑻(𝒕) = 𝟕𝟓𝒆−𝟎,𝟏𝟓𝟓𝒕 + 𝟐𝟓 
 50 = 75𝑒−0,155𝑡 + 25 ⟺  𝑒−0,155𝑡 =
25
75





 ⟺ 𝑡 ≈ 7,08 
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Sugestão de resolução: 
Na equação 𝑚(𝑡) = 𝑚0𝑒
−𝑘(𝑡−𝑡0)       𝑚0 = 50,   pelo que   𝑚(𝑡) = 50𝑒
−𝑘 
 49,975 = 50𝑒−1𝑘 ⟹  𝑒−𝑘 = 0,9995  ⟹ 𝑘 = −𝑙𝑛0,9995 
𝒎(𝒕) = 𝟓𝟎𝒆𝒍𝒏𝟎,𝟗𝟗𝟗𝟓𝒕 
  25 = 50𝑒𝑙𝑛 0,9995𝑡  ⟹   𝑡 =
𝑙𝑛0,5
𝑙𝑛0,9995
 ≈ 1385.95 
                                                                                              (Descritores FEL12-5.1,6.4) 
R.: Para que metade desta massa de Radio 226 se desintegre são necessários 
aproximadamente 1386 anos. 
 
Comentário: 
Embora apenas se pretenda que os alunos tenham conhecimento de que os 
fenómenos referidos no descritor FEL12-5.1 podem ser modelados através de uma 
equação diferencial da forma aí indicada, esse conhecimento implica uma descrição 
adequada desses fenómenos. Além disso é conveniente, tanto quanto possível, com 
base nessa descrição, motivar o referido modelo. 
Assim, a abordagem e o tratamento adequados dos modelos exponenciais previstos 
exige, sem dúvida, que os docentes adquiram formação ajustada à sua lecionação. É 
um trabalho que, para resultar, deve ser planificado a médio ou longo prazo, pelos 
responsáveis da gestão do currículo. 
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Considera-se relevante que os alunos terminem o Ensino Secundário com algumas 
noções, ainda que não inteiramente formalizadas, de Cálculo Integral, já que, em certo sentido, 
se trata de um complemento essencial do Cálculo Diferencial. Poderão dessa forma construir 
uma visão mais unificada e abrangente da Análise elementar. É nesse espírito que foi 
concebido o domínio Primitivas e Cálculo Integral. Após a introdução da definição de primitiva 
de uma função e do estudo de algumas das respetivas propriedades imediatas, é abordada a 
noção de integral de uma função contínua e não negativa num intervalo limitado, de forma 
intuitiva e visual, recorrendo à noção de área e, utilizando-se propriedades elementares 
admitidas para esta noção, demonstra-se o Teorema fundamental do cálculo e a fórmula de 
Barrow. A definição é posteriormente estendida às funções contínuas que alternam de sinal um 
número finito de vezes, bem como os referidos resultados fundamentais. Neste domínio são, de 
modo geral, estudadas as principais propriedades dos integrais definidos e analisadas algumas 
técnicas de primitivação e de integração. 
(Programa e Metas Curriculares de Matemática A, pág.22) 
 
4.6. Primitivas e Cálculo Integral (PCI 12)  20 aulas 
 Primitivas 
 Cálculo Integral 
 Resolução de problemas 
 
Este é um domínio completamente novo no Programa de Matemática A do Ensino 
Secundário. A inclusão destes temas é justificada pela necessidade de alinhar as 
opções curriculares nacionais com outros países, nomeadamente aqueles que 
participam no TIMSS Advanced26, programa no qual Portugal participa desde 2015. 
Define-se primitiva e família de primitivas de uma função num intervalo.  
Os alunos devem aprender e memorizar as regras para primitivar as “funções de 
referência”: 
 𝑓(𝑥) = 1, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼  (𝛼 ∈ ℝ\{0,−1}), 𝑓(𝑥) =
1
𝑥
, 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 , 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛𝑥 e 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 
                                                   
26 Referido na Introdução 
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Também devem aprender a calcular primitivas de expressões do tipo 𝑢′(𝑥). 𝑓(𝑢(𝑥)) 
quando é conhecida uma primitiva de 𝑓. 
 
1.2) 















𝑙𝑛(𝑥2 + 1) + 𝑐 
 
1.9)  
∫𝑥3(𝑥4 + 1)8 𝑑𝑥 =
1
4










(𝑥4 + 1)9 + 𝑐 
 
1.13) 
∫𝑐𝑜𝑠3𝑥 𝑑𝑥 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑥 × 𝑐𝑜𝑠2𝑥  𝑑𝑥 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑥 × (1 − 𝑠𝑒𝑛2𝑥)  𝑑𝑥
= ∫𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 − ∫𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑠𝑒𝑛2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑛𝑥 −
1
3
𝑠𝑒𝑛3𝑥 + 𝑐 
(sugeridas na ação de formação promovida pela Direção Geral da 
Educação – DGE, em novembro de 2014) 
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Os alunos podem consolidar o que aprenderam sobre derivadas verificando sempre os 
resultados, uma vez que (∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥)′ = 𝑓(𝑥) 
Sobre a noção de integral definido, os alunos devem: 
 
(descritores PCI12- 2.1 e 2.2) 
reconhecer: 
 o «Teorema fundamental do cálculo integral»:  
dada uma função contínua e não negativa num intervalo 𝐼 = [𝑎, 𝑏], a função 𝐹 definida  
em 𝐼 por 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥
𝑎
 é uma primitiva de 𝑓 no intervalo 𝐼. 
Deste resultado deduz-se a «Fórmula de Barrow»: se 𝐹 é uma primitiva de 𝑓 no 
intervalo [𝑎, 𝑏], 




em que se convenciona que, para 𝑎 < 𝑏, 







Também devem ficar a saber a «Regra de Chasles»: 








e  a  «Propriedade da linearidade do integral definido»: 
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Determinar o integral de uma função que muda de sinal um número finito de vezes: 
1. Para uma função 𝑓 contínua e não positiva em [𝑎, 𝑏], define-se o integral de 𝑓 em 
[𝑎, 𝑏] por  







Como a área de uma região do plano é invariante por reflexão axial, este integral 
também pode ser interpretado como sendo o simétrico da área da região do plano 
delimitada pelas retas de equações 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 0 e pela curva de equação 𝑦 =
𝑓(𝑥). 
2. Se existir uma subdivisão (𝑎 = 𝑐0, 𝑐1, 𝑐𝑘 ,  … . ,  𝑏 = 𝑐𝑛) de [𝑎, 𝑏] tal que 𝑓 é não 
negativa ou não positiva em cada um dos intervalos definidos pela subdivisão, define-
se o integral de 𝑓 em [𝑎, 𝑏] por 












Deve-se chamar a atenção que existem funções contínuas (como a função definida no 
intervalo [0,1] por 𝑓(𝑥) = 𝑥 sin
1
𝑥
 se 𝑥 ≠ 0 e 𝑓(0) = 0) que não pertencem a esta classe, 
e para as quais, consequentemente, não se definiu a noção de integral. 
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Algumas atividades (sugeridas na ação de formação promovida pela DGE, em 
novembro de 2014): 
 Determine a área da região do plano compreendida entre o eixo das abcissas, o 
gráfico de 𝑦 = 𝑥2  e as retas 𝑥 = 1 e 𝑥 = 5. 
 


















 Determine a área da região do plano delimitada pela parábola 𝑦 = 𝑥2  e a reta 𝑦 =
3. 
𝑥2 = 3 ⇔ 𝑥 = ±√3  

























) ´ = 𝑒5𝑥 





  é ímpar. 
𝐷𝐹 = ℝ. Seja 𝑥 ∈ ℝ, logo −𝑥 ∈ ℝ, mostremos que 𝐹(−𝑥) = −𝐹(𝑥) 
𝐹(−𝑥) = ∫ 𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡 = −∫ 𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡









































 ⇔ 1 = 𝐴𝑥 + 𝐴 + 𝐵𝑥 ⇔ 𝐴 = 1 ∧ 𝐵 = −1 
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)𝑑𝑥 = [ln 𝑥 − ln(𝑥 + 1)]1










 Indique três pontos do plano, 𝐴, 𝐵 e 𝐶, de modo que as abcissas e as ordenadas 
sejam todas diferentes. Recorrendo à noção de integral, determine a área do 
triângulo de vértices  𝐴,  𝐵 e 𝐶. 
 Considere-se, por exemplo, A(-1, 2), B(3, 5) e C(4, 7). 
A reta AB é dada por: 𝑦 − 2 =
3
4







A reta BC é dada por: 𝑦 − 5 = 2(𝑥 − 3) ⇔ 𝑦 = 2𝑥 − 1 
A reta AC é dada por: 𝑦 − 2 = 1(𝑥 + 1) ⇔ 𝑦 = 𝑥 + 3 
 
A área do triângulo de vértices A, B e C é dada por: 



















































) + (−8 + 16 +
9
2








(Caderno de Apoio, página 73) 
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𝜋2 − [𝑙𝑛 (𝑐𝑜𝑠
𝜋
3




𝜋2 − [𝑙𝑛 (
1
2




𝜋2 + 𝑙𝑛2 + 0 
Descritores: FEL 12 -3.7 
PCI 12 – 1.6-2.1-2.6-2.9-3.3 
 
O Programa prevê ainda a resolução de problemas envolvendo funções posição, 
velocidade e aceleração e a primitivação e integração de funções. 
 
 
O Caderno de Apoio, na página 73, apresenta os exemplos seguintes: 
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Comentário: 
Para que os alunos neste domínio consigam uma taxa de sucesso razoável, é 
necessário muito trabalho dos docentes, principalmente por parte daqueles que 
deixaram de ter contacto há vários anos com o Ensino Superior. Só com alguma 
formação específica ou trabalho colaborativo em equipa, podem ter o trabalho 
facilitado. 
Também os alunos terão de exercitar bastante e isso não parece estar previsto nas 20 
aulas que o Programa estipula. 
Embora o Programa não contemple explicitamente a regra da primitivação por partes, 
ela aparece no Caderno de Apoio (pág.73):
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Um dos itens disponibilizados pela organização do TIMSS Advanced (em anexo) que 
pode, de algum modo, justificar a introdução deste domínio: 
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Finalmente, no domínio Números Complexos, apresenta-se a motivação histórica para 
a introdução dos números imaginários, relacionada com a fórmula de Cardano para a 
resolução de equações do terceiro grau. Introduz-se em seguida o corpo dos números 
complexos, tendo-se optado por efetuar uma construção algébrica que consiste em munir o 
conjunto ℝ2 da operação de adição usual e de uma multiplicação adequada. Começa-se por 
motivar estas definições, estabelecendo-se previamente determinadas propriedades que 
resultam necessariamente das características que se pretende atribuir aos números complexos, 
em particular a existência de um número cujo quadrado é igual a −1. Trata-se de uma 
construção concreta que pretende evitar algumas das reticências evidenciadas geralmente 
pelos alunos quanto à “verdadeira existência” dos números imaginários e que está 
estreitamente relacionada com o habitual conceito de “plano complexo”. Após a análise das 
propriedades operatórias dos números complexos, é estudado em pormenor o grupo 
multiplicativo dos complexos de módulo 1, estabelecendo- -se assim uma base sólida para a 
representação dos números complexos na forma trigonométrica e, posteriormente, para a 
radiciação complexa. É ainda estudada a representação complexa de algumas transformações 
do plano, como rotações, reflexões, translações e homotetias, e aproveitam-se as fórmulas de 
De Moivre para linearizar polinómios trigonométricos, o que permite estabelecer rapidamente 
diversas fórmulas de trigonometria e primitivar algumas funções. 
(Programa e Metas Curriculares de Matemática A, pág.22) 
 
 
4.7.Números Complexos (NC 12)  26 aulas 
 Introdução aos números complexos 
 Complexo conjugado e módulo dos números complexos 
 Quociente de números complexos 
 Exponencial complexa e forma trigonométrica dos números complexos 
 Raízes n-ésimas de números complexos 
 Resolução de problemas 
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A introdução dos números complexos era feita com 
uma pequena abordagem histórica como estava 
previsto, mas nem sempre se fazia alusão ao 
episódio que suscitou o aparecimento deste tipo de 
números. 
Agora 
Considera-se que é importante que os alunos saibam que foi a resolução de equações 
do 3.º grau que conduziu ao aparecimento dos números complexos. Os alunos devem 
ser sensibilizados para a constatação que o progresso da Matemática, ao longo dos 
séculos, surgiu “por acaso” motivado pelo muito trabalho realizado na procura de 
soluções de problemas e/ou de equações. 
 
 
(Metas Curriculares de Matemática A, pág.58) 
 
Se na equação do terceiro grau  𝑦3 + 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 , onde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, se aplicar a 
mudança de variável  𝑦 = 𝑥 −
𝑎
3
  , obtém-se 









+ 𝑐 = 0 
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ou seja, uma equação do tipo 
𝑥3 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0 
com 
{






















≥ 0  então uma das soluções é dada pela «fórmula resolvente para 




























Conhecida uma das soluções, pode decompor-se o polinómio em fatores e determinar 
assim todas as soluções. 
 
O matemático Rafael Bombelli (1526-1572) aplicou a fórmula de Cardano à equação 
𝑥3 − 15𝑥 − 4 = 0 
Atendendo à semelhança entre os radicandos, consegue chegar à conclusão que 
2 + √−121 = 2 + 11√−1   e que  2 − √−121 = 2 − 11√−1    
  e que  
2 + 11√−1 = (2 + √−1)
3
   e que  2 − 11√−1 = (2 − √−1)
3
    
e encontra uma das soluções 




= 2 − √−1 + 2 + √−1 = 4 
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Destes cálculos, surge a necessidade de se construir um conjunto de números que 
englobe o ℝ e que contenha um elemento27 « 𝑖 » tal que 𝑖 × 𝑖 = −1. 
  
Assim, deve ficar claro para os alunos que o aparecimento dos números complexos28 
surgiu na resolução de equações do 3.º grau e não do 2.º grau (para estas, já era 
assumido há muitos séculos a impossibilidade da sua resolução analítica se o binómio 
discriminante fosse negativo) e que passou pela tentativa de resolver inúmeras 
equações. 
A determinação de raízes de polinómios tem sido um facto a acelerar o progresso da 
Matemática. 
Propõe-se então, a construção de um modelo matemático: um conjunto de números 
que contenha os números reais e uns outros no qual seja possível encontrar as 
soluções de equações que conduzem a expressões do tipo 𝑥2𝑛 = 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑘 ∈ ℝ−. 
Esse conjunto vai ser designado por ℂ. 
O corpo ℂ é construído a partir de ℝ2 onde são definidas duas operações: 
 «+» como (𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑)  e 
 «×» como (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)  
que gozam das propriedades comutativa e associativa, em que (0,0) é o elemento 
neutro de «+», (1,0) é o elemento neutro de «×» e «×» é distributiva em relação a 
«+». 
A unidade imaginária 𝑖 é um elemento de ℂ tal que 𝑖 × 𝑖 = −1 e representa-se no plano 
complexo pelo ponto de coordenadas (0,1). 
ℂ = {𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖}  onde se verificam as operações referidas. 
Assim, 
ℝ  é um subconjunto de ℂ se associarmos a cada 𝑥 ∈ ℝ o par ordenado (𝑥, 0) e 
verifica-se que o resultado das operações com pares ordenados em que a 2ª 
coordenada é nula é igual ao resultado de aplicar as operações usuais de ℝ aos 
números que constituem as primeiras coordenadas. 
                                                   
27 É Euler, em 1777, que adota pela primeira vez o símbolo i para designar √−1 e escreve 𝑖2 = −1 
28 É a Gauss (1777-1855) que se deve a definição de número complexo que ainda hoje se usa 
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 𝑖2 = (0,1) × (0,1) = (0 × 0 − 1 × 1,0 × 1 + 1 × 0) = (−1,0) = −1 + 0𝑖 = −1 
O conjunto ℂ é definido como «corpo dos números complexos».  
 
 
A partir daqui o Programa de Matemática A de 2014 segue os moldes do Programa 
anterior. 
Representação de números complexos no «plano de Argand», definição de afixo de 
um número complexo, propriedades algébricas e geométricas do conjugado e do 
módulo de um número complexo e operações com números complexos na forma 
algébrica e na forma trigonométrica; interpretação de operações com números 
complexos usando as isometrias do plano e/ou homotetias do plano. 
 
 
Exemplos retirados do Caderno de Apoio: 
 
(Página 77) 
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Quando se define o conjunto ℂ como «corpo dos números complexos» é natural que 
alguns dos alunos mais atentos e interessados questionem o que é um «corpo».  
Esta informação complementar para o professor não foi contemplada no Caderno de 
Apoio. 
Os docentes devem prever essa situação quando estiverem a planificar este assunto e 
prepararem uma breve explicação da definição de corpo enquadrada por uma 
abordagem simples e resumida do que são estruturas algébricas. 
Assim, será apropriado recordar que: 
Uma operação 𝜃 é fechada para um conjunto 𝐴 quando  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∃1𝑧 ∈ 𝐴: 𝑥𝜃𝑦 = 𝑧 . 
O conjunto 𝐴 é um «grupóide» relativamente à operação 𝜃 se e só se 𝜃 define uma 
aplicação de 𝐴2 em 𝐴. 
(𝐴, 𝜃) é grupóide se e só se 𝜃 é fechada para 𝐴 . 
(𝐴, 𝜃) é «semi-grupo» se (𝐴, 𝜃) é um grupoide e 𝜃 é associativa. 
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𝑢 é elemento neutro de um grupóide (𝐴, 𝜃)  se e só se ∀𝑥 ∈ 𝐴, ∃𝑢 ∈ 𝐴: 𝑢 𝜃𝑥 = 𝑥𝜃𝑢 = 𝑥 
Dois elementos são opostos quando operados um com o outro dão o elemento neutro. 
Um elemento de um grupóide associativo diz-se «regular» quando tiver oposto. 
«Grupo» é um grupóide associativo com elemento neutro, em que todos os elementos 
são regulares. 
Um grupo diz-se «abeliano» ou «grupo comutativo» quando a operação é comutativa. 
Um grupo que não seja abeliano é um «grupo simples». 
Considerando (𝐴, 𝜃) e (𝐵, Τ), chama-se «isomorfismo» a toda a aplicação biunívoca 
entre 𝐴 e 𝐵 tal que  {
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ⇒ 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ∈ 𝐵
𝑓(𝑥𝜃𝑦) = 𝑓(𝑥)Τ𝑓(𝑦)
 
Se 𝑓 é um isomorfismo, também 𝑓−1 é um isomorfismo. 
(𝐴, +, . ) é um «anel» se for um terno ordenado (conjunto associado a duas operações, 
a que se chamam normalmente adição e multiplicação, que obedece às seguintes 
condições: 
1) (𝐴, +) é um grupo comutativo 
2) (𝐴, . ) é um semi-grupo 
3) A multiplicação é distributiva em relação à adição, à direita e à esquerda. 
Um anel é comutativo quando a segunda operação é comutativa. 
O elemento neutro do anel é o elemento neutro de (𝐴,+). (É o elemento neutro da 
primeira operação). 
O elemento unidade do anel é o elemento neutro da segunda operação. 
«Corpo» é um anel comutativo com elemento unidade e em que todos os elementos 
são regulares exceto o zero, ou seja, 
(𝐴, +, . ) é corpo se e só se 
1) (𝐴, +) é um grupo comutativo 
2) (𝐴, . ) é um grupo comutativo para as operações que não incluem o zero da 
primeira operação (+) 
3) A segunda operação (.) é distributiva em relação à primeira (+). 
Assim, com as operações usuais, ℝ e ℂ são corpos, mas ℤ não é. 
Capítulo 5 – Conclusão 
 
 Página 144 de 171   Ilca Nobre da Cruz 
Capítulo 5 – Conclusão 
 
 
O Programa de Matemática A homologado em 2014 integra as Metas Curriculares que 
devem ser alcançadas por todos os alunos dos Cursos Científico-Humanísticos de 
Ciências e Tecnologias e de Ciências Socioeconómicas. 
 A Matemática A é uma Disciplina específica na formação dos alunos que querem 
prosseguir estudos nas áreas das ciências exatas. Os Programas de Matemática B e 
de MACS (Matemática Aplicada às Ciências Sociais) dos outros Cursos Científico-
Humanísticos, respetivamente de Artes Visuais e de Línguas e Humanidades, não 
sofreram (ainda) qualquer alteração. 
 Neste Novo Programa é feita a explicitação clara de todos os conteúdos que os 
alunos devem ficar a conhecer em cada ano de escolaridade (no Antigo Programa os 
objetivos da aprendizagem eram estabelecidos por ciclo de ensino) e os símbolos 
aplicados aos descritores, por um lado ajudam a perceber com que detalhe é que o 
docente deve tratar os assuntos e por outro lado, ajudam a clarificar o que se pretende 
que o aluno aprenda. Está perfeitamente definido para cada teorema, por exemplo, se 
o aluno precisa de o saber demonstrar ou se só precisa de o interpretar e aplicar ou 
ainda, se é suficiente ficar a conhecer o resultado.   
Os Cadernos de Apoio à lecionação do Programa fornecem informações 
complementares para os professores: esclarecem sobre as metodologias a usar, 
apresentam algumas demonstrações, encaminham os docentes para o 
aprofundamento de alguns temas agora abordados e apresentam vários enunciados 
de exercícios para ilustrar os descritores das metas curriculares. 
É um Programa claro, objetivo e rigoroso. Temos agora, alunos e docentes, a árdua 
tarefa de o cumprir. Precisamos de ajustar os métodos de trabalho ao que nos é 
exigido, recuperar e rentabilizar o tempo, desenvolver estratégias promotoras do 
sucesso,…, enfim, precisamos de nos adaptar ao Novo Programa. 
Neste trabalho, procurou-se saber e perceber o que mudava em relação ao Antigo 
Programa e porquê. 
Na análise feita constatou-se que as alterações que podem produzir mais impacto no 
ensino são: 
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1) a introdução de conteúdos novos neste ciclo de ensino 
 Lógica e Teoria dos Conjuntos, LTC10 
 Definição de elipse e respetivo estudo analítico, em GA10 
 Estatística de inferência (e as operações com somatórios), em EST10 
 Lei dos senos e Teorema de Carnot, em TRI11 
 Funções trigonométricas inversas, em TRI11 
 A equação vetorial de um plano, em GA11 
 Princípio da Indução Matemática, em SUC11 
 Teorema de Lagrange, em FRVR11 
 Osciladores harmónicos, Lei de Newton, Lei de Hooke e equações 
diferenciais, em TRI12 
 Equações diferenciais para resolver problemas que envolvem modelos 
exponenciais, em FEL12 
 Primitivas e Cálculo Integral, PCI12 
 
2) a alteração na metodologia usada para fazer a abordagem ou o estudo de 
certos conteúdos 
 as justificações recorrendo à geometria sintética devem preceder 
sempre as justificações ou aplicações da geometria analítica, em GA10, 
TRI11,GA11,TRI12 
 a introdução dos números complexos segundo a perspetiva histórica, 
em NC12 
 as calculadoras gráficas só devem ser usadas quando os conteúdos ou 
capacidades envolvidos possam justificar a sua necessidade. 
 
3) a introdução de definições “novas” 
 produto escalar, em GA11 
 ângulo generalizado, em TRI11 
 limite de uma função num ponto aderente ao respetivo domínio, em 
FRVR11 
 
4) a alteração no ano de escolaridade em que o tema é lecionado 
 a Estatística descritiva (era também dada no 10.º ano) passa a ser 
lecionada no ensino básico 
 a regressão linear aplicada a amostras bivariadas (era dada no 10.º) 
passa para o 11.º 
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 as operações sobre funções reais de variável real que eram dadas no 
11.º ano, agora estão no 10.º ano 
 o Teorema das sucessões enquadradas (era dado no 10.º) passa a ser 
dado no 12.º ano, estendendo-se também ao Teorema das funções 
enquadradas. 
 o estudo dos juros compostos e a primeira definição do número de 
Neper passaram do 11.º para o 12.º ano 
 
5) o desaparecimento de alguns temas 
 Introdução à Programação Linear (era do 11.º ano) 
 A resolução de sistemas de 3 equações lineares com 3 incógnitas, 
assim como as respetivas interpretações geométricas (posição relativa 
dos planos) saíram do programa (dava-se no 11.º ano) 
 A referência às distribuições de probabilidade: normal e binomial (antes 
no 12.º) 
 
As razões que podem ser apontadas para estas mudanças, de um ponto de vista 
prático, prendem-se essencialmente com: 
 A necessidade de estruturar o pensamento, desenvolver o raciocínio abstrato, 
melhorar a capacidade de argumentação e de analisar conjeturas. As noções 
elementares de Lógica são essenciais para uma comunicação matemática 
concisa e coerente mas também são pré-requisitos necessários em qualquer 
área do conhecimento. 
 
 A aplicação de Programas de Avaliação Internacional ao sistema de ensino em 
Portugal e a promoção da internacionalização das formações “obriga” a um 
ajuste do nosso currículo à maioria dos currículos internacionais. Observando 
algumas das questões que surgem nos testes estrangeiros verificamos, por 
exemplo, que os alunos precisam de saber resolver triângulos com facilidade e 
rapidez e que é necessário saber calcular áreas usando o cálculo integral. 
 
 As características fundamentais da Matemática, o rigor e a precisão, 
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CHAPTER 1
TIMSS Advanced 2015 
Mathematics Framework
Liv Sissel Grønmo, Mary Lindquist, and Alka Arora
The assessment framework for TIMSS Advanced—Mathematics is organized 
around two dimensions: a content dimension specifying the domains of subject 
matter to be assessed within mathematics (i.e., algebra, calculus, and geometry) 
and a cognitive dimension specifying the domains of thinking processes to 
be assessed (i.e., knowing, applying, and reasoning). The cognitive domains 
describe the sets of behaviors expected of students as they engage with the 
mathematics content.
In general, these frameworks are similar to those used in TIMSS 
Advanced 2008. However, there have been minor updates to particular topics 
to better reflect the curricula, standards, and frameworks of the participating 
TIMSS Advanced countries. Also, attention was paid to current research 
and initiatives concerning mathematics and mathematics education, such 
as the Common Core State Standards for Mathematics (National Governors 
Association, 2010) developed in the United States, the Mathematics Higher 2 
Syllabus (Singapore Examinations and Assessment Board, 2013) used in 
Singapore, the Mathematics Curriculum (Secondary 4–6) (Education Bureau, 
Hong Kong SAR, 2007) used in Hong Kong, and the AP Calculus Course 
Description (College Board, 2012).
Exhibit 1 shows the target percentages of testing time devoted to each 
content and cognitive domain for the advanced mathematics assessment.
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Exhibit 1: Target Percentages of the TIMSS Advanced 2015 Mathematics 









TIMSS Advanced—Mathematics Content 
Domains
The TIMSS Advanced—Mathematics Framework consists of three content 
domains: algebra, calculus, and geometry. These content domains are the 
same content domains as were in the TIMSS Advanced 2008 Framework. 
Each of these content domains consists of topic areas, and each topic area in 
turn includes several topics. Across the advanced mathematics assessment, 
each topic receives approximately equal weight in terms of time allocated to 
assessing the topic.
Algebra
Algebra provides a foundation for further studies in mathematics as well as 
in many other disciplines. Building on the knowledge and skills developed 
in lower grades, the algebra domain encompasses three topic areas:
•	 Expressions and operations;
•	 Equations and inequalities; and
•	 Functions. 
The first area includes operating with and evaluating a variety of 
algebraic expressions as well as working with arithmetic and geometric 
series. The second area includes using equations and inequalities, and 
systems of equations and inequalities to solve problems. The third area 
focuses on various representations and properties of functions.








































Algebra: Expressions and Operations
1. Operate with exponential, logarithmic, polynomial, rational, and radical 
expressions; and perform operations with complex numbers.
2. Evaluate algebraic expressions (e.g., exponential, logarithmic, polynomial, 
rational, and radical).
3. Determine the nth term of arithmetic and geometric series and the sums of 
finite and infinite series.
Algebra: Equations and Inequalities
1. Solve linear and quadratic equations and inequalities as well as systems of 
linear equations and inequalities.
2. Solve exponential, logarithmic, polynomial, rational, and radical equations.
3. Use equations and inequalities to solve contextual problems.
Algebra: Functions
1. Interpret, relate, and generate equivalent representations of functions, 
including composite functions, as ordered pairs, tables, graphs, formulas, 
or words.
2. Identify and contrast distinguishing properties of exponential, logarithmic, 
polynomial, rational, and radical functions.
Calculus
Calculus is an essential tool for understanding the principles governing the 
physical world and is the principal point of entry to most mathematically-based 
scientific careers. The calculus content for TIMSS Advanced—Mathematics 




The focus is on understanding limits and finding the limit of a function, 
differentiation, and integration of a range of functions, and using these skills in 
solving problems.
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Calculus: Limits
1. Determine limits of functions, including rational functions.
2. Recognize and describe the conditions for continuity and differentiability 
of functions.
Calculus: Derivatives
1. Differentiate polynomial, exponential, logarithmic, trigonometric, rational, 
radical, and composite functions; and differentiate products and quotients 
of functions.
2. Use derivatives to solve problems in optimization and rates of change.
3. Use first and second derivatives to determine slope, extrema, and points of 
inflection of polynomial and rational functions.
4. Use first and second derivatives to sketch and interpret graphs of 
functions.
Calculus: Integrals
1. Integrate polynomial, exponential, trigonometric, and simple rational 
functions.
2. Evaluate definite integrals, and apply integration to compute areas and 
volumes.
Geometry
Applications of geometry are tied directly to the solution of many real-world 
problems and are used extensively in the sciences. Because trigonometry has 
its origins in the study of triangle measurement, the geometry content domain 
also includes elements of trigonometry. The TIMSS Advanced 2015 geometry 
domain focuses on two topic areas common to most participating countries’ 
curricula:
•	 Non-coordinate and coordinate geometry; and
•	 Trigonometry. 
The focus of non-coordinate and coordinate geometry is on using the 
properties of geometric figures to solve problems in two and three dimensions, 
solving problems with coordinate geometry in two dimensions, and vectors. 
The other topic area concentrates on triangle trigonometry and trigonometric 
functions. 








































Geometry: Non-coordinate and Coordinate Geometry
1. Use non-coordinate geometry to solve problems in two and three 
dimensions.
2. Use coordinate geometry to solve problems in two dimensions.
3. Apply the properties of vectors and their sums and differences to solve 
problems.
Geometry: Trigonometry 
1. Use trigonometry to solve problems involving triangles.
2. Recognize, interpret, and draw graphs of sine, cosine, and tangent 
functions.
3. Solve problems involving trigonometric functions.
TIMSS Advanced—Mathematics Cognitive 
Domains
The mathematics cognitive dimension consists of three domains based on 
what thinking processes students are expected to use when confronting the 
mathematics items developed for the TIMSS Advanced 2015 assessment. The 
first domain, knowing, addresses the students’ ability to recall and recognize 
facts, procedures, and concepts necessary for a solid foundation in mathematics. 
The second domain, applying, focuses on using this knowledge to model and 
implement strategies to solve problems. The third domain, reasoning, includes 
analyzing, synthesizing, generalizing, and justifying through mathematical 
arguments or proofs. The situations requiring reasoning often are unfamiliar 
or complex.
While there is some hierarchy across the three cognitive domains (from 
knowing to applying to reasoning), each domain contains items representing 
a full range of difficulty. The following sections further describe the thinking 
skills and behaviors defining the cognitive domains. The general descriptions 
are followed by lists of specific behaviors to be elicited by items that are aligned 
with each domain.
Each content domain includes items developed to address each of the three 
cognitive domains. Accordingly, the algebra, calculus, and geometry domains 
include knowing, applying, and reasoning items.
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Knowing
Knowing refers to students’ knowledge of mathematical facts, concepts, and 
procedures. Mathematical facts and procedures form the foundation for 
mathematical thought.
Recall
Recall definitions, terminology, notation, mathematical 
conventions, number properties, and geometric properties.
Recognize
Recognize entities that are mathematically equivalent  
(e.g., different representations of the same function).
Compute
Carry out algorithmic procedures (e.g., determining 
derivatives of polynomial functions, and solving a simple 
equation).
Retrieve
Retrieve information from graphs, tables, texts, or other 
sources.
Applying
The applying domain involves the application of mathematics in a range of 
contexts. In this domain, students need to apply mathematical knowledge of 
facts, skills, and procedures or understanding of mathematical concepts to create 
representations and solve problems. The problems in this domain typically 
reflect standard types of problems expected to be familiar to students. Problems 
may be set in real-life situations, or may be purely mathematical in nature 
involving, for example, numeric or algebraic expressions, functions, equations, 
or geometric figures.
Determine
Determine efficient and appropriate methods, strategies, or 
tools for solving problems for which there are commonly 
used methods of solution.
Represent/Model
Generate an equation or diagram that models problem 
situations and generate equivalent representations for a 
given mathematical entity, or set of information.
Implement
Implement strategies and operations to solve problems in 
familiar mathematical concepts and procedures.
Reasoning
Reasoning mathematically involves logical, systematic thinking. Problems 
requiring reasoning may do so in different ways, because of the novelty of 
the context or the complexity of the situation, the number of decisions and 








































steps, and may draw on knowledge and understanding from different areas 
of mathematics. Reasoning involves formulating conjectures, making logical 
deductions based on specific assumptions and rules, and justifying results.
Analyze
Identify the elements of a problem and determine the 
information, procedures, and strategies necessary to solve 
the problem.
Integrate/Synthesize
Link different elements of knowledge, related 
representations, and procedures to solve problems.
Evaluate
Determine the appropriateness of alternative strategies and 
solutions.
Draw Conclusions
Make valid inferences on the basis of information and 
evidence.
Generalize
Make statements that represent relationships in more general 
and more widely applicable terms.
Justify
Provide mathematical arguments, or proofs to support a 
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